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WSTEP

Statystyka znajduje coraz szersze zastosowanie prawie we wszystkich
dziedzinach wiedzy. Informacje na temat zjawisk i procesow spoteczno-
ekonomicznych powinny by¢ dostarczane odbiorcom precyzyjnie, a to nie
tylko zachgca, ale wrecz zmusza do korzystania z metod analizy ilo$ciowe;.

Statystyka matematyczna stanowi podstawe uogolnien wynikow otrzy-
mywanych z badan préby losowej na cata populacje generalng, z ktérej ta
proba pochodzi. Proces uogolniania nosi nazw¢ wnioskowania statystyczne-
go. Wnioskowanie statystyczne musi by¢ zatem oparte o wyniki uzyskane
z badan reprezentatywnej proby losowej, tj. takiej, ktorej struktura ze wzgle-
du na interesujgce badacza cechy zblizona jest do struktury populacji gene-
ralnej. Probe losowa tworza elementy populacji generalnej pobrane z niej
wedlug pewnego modelu postgpowania zwanego schematem losowania.
Znajomos¢ statystyki matematycznej pozwala na unikni¢cie bledu, polegaja-
cego na wyciagnigciu fatszywych wnioskow z prawdziwych danych staty-
stycznych.

Celem, jaki przyswieca tej inicjatywie wydawniczej jest dostarczenie
studentom i praktykom opracowania, ktore zawiera podstawowe elementy
teorii oraz zbior gotowych przyktadow, bogato ilustrowanych. Ksigzka ma
charakter podrgcznika akademickiego. W podrgczniku, ktory wilasnie trafia
do rak czytelnika zamieszczono — oprocz teorii ,,w pigutce” - znaczng liczbe
przyktadow, catkowicie rozwigzanych i opatrzonych obszernymi komenta-
rzami. Przedmiot ten jest raczej trudny, dlatego podrgcznik zostat tak napi-
sany, aby mogt go czyta¢ kazdy student i praktyk.

Na og6t nie ma klopotow z brakiem podrecznikoéw, ale trudno$cig jest
jednak znalezienie odpowiednich materiatow w formie przykladéw. Aby
zdoby¢ wprawe w poslugiwaniu si¢ narzedziami statystycznymi nalezy roz-
wigza¢ wiele zadan, postugujac si¢ przyktadami, ktére mogg poméc w zro-
zumieniu ,,0 co chodzi”. Do opisu zagadnien naukowych czgsto stosuje si¢
symbole matematyczne, korzystajac z bogatego i trudnego dla studentow
aparatu matematyki. Z uwagi na pracochtonno$¢ obliczen w przyktadach
i zadaniach wystepuje niewielka liczba obserwacji. Zrezygnowano z poka-
zywania czasochlonnych technik obliczeniowych ze wzgledu na dostgpnosc¢
komputerowych pakietow statystycznych i arkuszy kalkulacyjnych, zawiera-
jacych programy komputerowe.

Aby zrozumie¢ metody statystyczne, trzeba posiada¢ wiedzg z rachunku
prawdopodobienstwa stanowigcego kanwe wnioskowania statystycznego,
dlatego pierwszy sposrod osmiu rozdziatdow zawiera elementy kombinatory-
ki i rachunku prawdopodobienstwa. Rozdzial drugi ujmuje zagadnienia
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zwigzane z pojeciem zmiennej losowej, za$ trzeci prezentuje wybrane roz-
ktady zmiennych losowych. Kolejne rozdziaty wprowadzaja do najwaznie;j-
szych zastosowan praktycznych, wystepujacych jako szacowanie (estyma-
cja) parametrow rozktadu badanej cechy w populacji generalnej oraz jako
sprawdzanie (weryfikacja) hipotez statystycznych.

Dynamiczny rozwoj statystyki, ciggle wzbogacajacej swe metody skta-
nia do tego, aby pozna¢ ze zrozumieniem teori¢ zmiennej losowej oraz pod-
stawy estymacji i weryfikacji hipotez statystycznych. Nalezyty efekt dydak-
tyczny daje analiza réznorodnych tresci i prostych rachunkowo zadan. Za-
warte w ksigzce przyktady o treSci zaczerpnigtej z roznych nauk powinny
spowodowac szeroka przydatno$¢ opracowania. Bogaty zbioér metod staty-
stycznych zmusza autora do dokonania wyboru, ktory nie jest tatwy. Rezy-
gnacja z glebszych wywodow teoretycznych wynika z ograniczonej objeto-
$ci 1 skupienia uwagi przede wszystkim na przyktadach. Metody statystycz-
ne stanowig narzedzie, ktore pozwala opisa¢ otaczajgca nas rzeczywistose,
ale przede wszystkim pomodc w jej zrozumieniu.

Przy opracowaniu niniejszego wydania podrecznika akademickiego zo-
stata wykorzystana ksigzka ,,Wnioskowanie statystyczne w przyktadach”,
napisana przez Autorke w 2008 roku, uzupetniona. Opini¢ o niniejszej pu-
blikacji wyda, jak zwykle, rzeczywistos¢.

Barbara Olbrych



ROZDZIAL I
ELEMENTY KOMBINATORYKI I RACHUNKU
PRAWDOPODOBIENSTWA

1.1. Kombinatoryka

1. Zbidr sktadajacy si¢ z n elementow uporzadkowanych i réznych nazy-

wamy permutacjq bez powtorzen z n elementow.
P,=n!=123-...n (przyjmujemy, ze 0! = 1)
. Zbior sktadajacy si¢ z n elementéw uporzadkowanych, wsrdéd ktorych

pewne elementy powtarzaja si¢ odpowiednio ny, n,, ..., Ny razy nazywa-
my n-elementowa permutacjq z powtorzeniami.

n!
Pnl,nz,...,l’lk _
n

n ',k !

. Wariacjq bez powtdorzen z n-elementowego zbioru po k elementéw na-
zywamy uporzadkowany zbior skladajacy si¢ z k réznych elementow
wybranych spo$rod n réznych elementow.
N n!

" (n-k)!
. Wariacjq z powtorzeniami z n elementéw po k nazywamy uporzadkowa-
ny zbior skladajacy si¢ z k elementdéw réznych lub nie réznigcych sie¢
miedzy soba, wybranych spos$rod n réznych elementow.

=k k
V., =n

. Kombinacjg bez powtorzen z n elementow po k nazywamy uporzadko-
wany zbior sktadajacy si¢ z k roznych elementéw wybranych sposrod n
roznych elementow, przy czym obojetne jest, w jakim porzadku elementy

te sg rozmieszczone.
Ck = n) n!
" k) kMn-k)!

. Kombinacjg 7 powtorzeniami z n elementéw po k nazywamy zbior skla-
dajacy si¢ z k elementow, réoznych lub nie rézniacych si¢ migdzy soba,
wybranych spos$rod n roznych elementéw, przy czym oboj¢tne jest, w ja-
kim porzadku elementy te sg rozmieszczone.



Przyktad 1.1.1
Ile liczb czterocyfrowych mniejszych od 2000 mozna utworzy¢ z cyfr 1, 2,
3,4?

Rozwigzanie
Cyfra 1 musi by¢ na pierwszym miejscu, pozostate permutujg, a zatem utwo-
rzymy 3! =1-2-3 =6 liczb.

Przyktad 1.1.2
Baletnice wychodza na scen¢ gesiego. Ile jest wszystkich mozliwych usta-
wien przy wejsciu na scen¢ pi¢ciu baletnic?

Rozwigzanie
Baletnice moga wejs¢ pojedynczo na scen¢ na tyle sposobdw, ile
istnieje permutacji bez powtdrzen zbioru S5-elementowego, czyli na
5!=1-2-3-4.5 =120 sposobow.

Przyktad 1.1.3
Malarz otrzymat zlecenie pomalowania czterech réznych lokali uzywajac
czterech réznych koloréw farb. Na ile sposobow moze to uczyni¢? Zaktada-
my, ze kazdy lokal pomalowany bedzie na jeden kolor.

Rozwigzanie
Malarz moze pomalowac lokale na tyle sposobdw, ile istnieje permutacji bez
powtodrzen zbioru 4-elementowego, a wige na 4! = 1.2.3-4 = 24 sposoby.

Przyktad 1.1.4
Iloma sposobami mozna rozmies$ci¢ na 9 numerowanych miejscach 3 ,,orty”
15, reszek”?

Rozwigzanie
Ze zbioru 9-elementowego tworzymy zbiory 9-clementowe, w ktdrych po-
rzadek odgrywa rolg i w ktorych elementy odpowiednio powtarzaja sie. Ko-
rzystamy ze wzoru na permutacj¢ z powtorzeniami.

35 9 5L6-7-8-9
38 6.5
3 ,0rly” 15 ,reszek” mozemy rozmiesci¢ na 9 numerowanych miejscach na
504 sposoby.

=504.

Przyktad 1.1.5
Ile ré6znych wyrazow majacych sens lub nie mozna utworzy¢ przestawiajgc
wszelkimi sposobami litery w wyrazie STATYSTYKA?
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Rozwigzanie
Tworzymy zbiory 10-elementowe ze zbioru 10-elementowego, bo mamy 10
liter. Kolejno$¢ elementow (liter) odgrywa rolg, niektore elementy powtarza-
ja si¢: litera S — 2 razy, A — 2 razy, Y — 2 razy, T — 3 razy. Otrzymamy wi¢c
tyle réznych wyrazow, ile jest permutacji z powtdrzeniami:
2005 100 314-5-6-7-8-9:10
0 21:21:21:3] 8-3!
Mozemy utworzy¢ 75 600 réznych wyrazow.

=75600.

Przyktad 1.1.6
Na campingu jest 12 jednoosobowych wolnych pomieszczen do wynajecia.
Przybyta grupa czterech turystow. Na ile sposobow mozna ich rozmiesci¢?

Rozwigzanie
Bazujemy na 12-elementowym zbiorze. Czterech turystow mozna rozmie-
$ci¢ na tyle sposobow, ile jest roznych wariacji bez powtdrzen z 12 elemen-
tow po 4:

4 n! 12! 8.9-10-11-12
Vi, = = =
(n-k)!' (12-4)! 8!

Tury$ci mogag zaja¢ pomieszczenia na 11 880 sposobow.

=11880.

Przyktad 1.1.7
Przedzial w pociaggu osobowym ma ponumerowane miejsca od 1 do 4 na
dwoch kanapach ustawionych naprzeciw siebie. Na jednej kanapie usiadto
trzech pasazerow: P1, P2, P3, a na drugiej tylko dwoch: P4 i P5. Na ile roz-
nych sposobéw mogg siedzie¢ pasazerowie, tak aby zawsze dwoch z nich
siedziato naprzeciwko siebie?

Rozwigzanie
Pasazerowie P1, P2, P3 moga usigs¢ na 4 numerowanych miejscach na tyle
sposobow, ile jest roznych wariacji bez powtdrzen z 4 elementow po 3.
Oczywiscie, dwie osoby nie moga siedzie¢ na jednym miejscu, a wigc upo-
rzadkowanie odgrywa tu role. Mamy zatem:

4!

(4-3)!
Dla kazdego ustawienia na kanapie pierwszej istnieje tyle ustawien na kana-
pie drugiej takich, aby dwoch pasazerow siedziato zawsze naprzeciwko sie-
bie, ile jest roznych wariacji bez powtorzen z 3 elementéw po 2. Do 3 pasa-

zerow na kapanie pierwszej rozmieszczamy odpowiednio 2 na kanapie dru-
giej, czyli mamy:

24.

3
4
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!
Vie— g
(-2t

Liczba wszystkich mozliwych rozmieszczen spetniajgcych warunki zadania
wyraza si¢ iloczynem (taczne zajScie)

V) -V} =24-6=144.

Pasazerowie mogg siedzie¢ na 144 sposoby.

Przyktad 1.1.8
Ilu bylo uczestnikow narady u prezesa pewnej spotki, jezeli wiadomo,
ze mozna ich posadzi¢ przy stolikach 2-osobowych na 132 sposoby?
Rozwigzanie
Tworzymy zbiory 2-elementowe sposrod n elementow. Kolejnos¢ elemen-
tow odrywa rolg, a elementy nie moga si¢ powtarzac, a zatem jest to waria-
cja bez powtorzen. Korzystajac z odpowiedniego wzoru wyliczamy niewia-
doma liczbe elementow zbioru. Do rozwigzania mamy roéwnanie”

V2 =132,

n!
(n-2)!

=132,

(n-2){(n-1)-n
(n-2)!

(n-1)-n=132,

=132,

n’—n-132=0,
n =-11 lub n, = 12.
Byto 12 uczestnikéw narady.

Przyktad 1.1.9
Ile liczb pigciocyfrowych mozna utworzy¢ z cyfr 1, 2, 3?

Rozwigzanie
Tworzymy zbiory 5-elementowe z trzech cyfr, a elementy moga si¢ powta-
rzac¢, ale kolejno$¢ odgrywa role. A wigc, tyle jest roznych liczb pigciocy-
frowych, ile ré6znych wariacji z powtoérzeniami z trzech elementdw:

V) =3 =243,
Mozna utworzy¢ 243 liczby.
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Przyktad 1.1.10
Abonent zapominat dwoch ostatnich cyfr numeru telefonu. Jaka jest maksy-
malna liczba préb do wykonania, aby trafi¢ na wlasciwy numer?
Rozwigzanie
Tworzymy zbiory 2-elementowe sposrod 10-elementowego zbioru cyfr.
Kolejnos¢ wystepowania elementow odgrywa role, a zatem jest to wariacja
Z powtdrzeniami:

V5 =10° =100
Maksymalna liczba prob wynosi 100.

Przyktad 1.1.11
Na przyjecie przybyto 6 osob, ktore mialy do dyspozycji 6 r6znokolorowych
kieliszkow. Jeden z kieliszkow zostal stluczony, a gospodarz podat dwa
rézne gatunki wina. [loma sposobami gos$cie mogg si¢ napic¢?

Rozwigzanie
Wiadomo, Ze jedna osoba nie bedzie pita, bo jest 5 réznokolorowych kie-
liszkéw dla 6 0sob. Rozmieszczenie kieliszkow mozemy obliczy¢ wedtug
wzoru na wariacj¢ bez powtorzen:

A & =§=1-2-3-4~5-6=720.
-5 1

Wiadomo tez, ze sg dwa gatunki wina, a kieliszkow 5, wigc na pewno po-
wtorzy si¢ gatunek wina. Istotne jest, ktorego wina, do jakiego kieliszka
gospodarz naleje, a zatem jest to wariacja z powtoérzeniami

vV, =2°=32

Aby go$cie mogli przystapi¢ do picia wina, muszg zaj$¢ dwa zdarzenia jed-
noczesnie: rozmieszczenie kieliszkow 1 rozlewanie wina, a zatem odpowied-
ni iloczyn:

V. -V, =720-32=23040.

Goscie mogg napi¢ si¢ wina na 23 040 sposobow.

Przyktad 1.1.12
Centrala telefoniczna pracuje na potaczeniach 7-cyfrowych, ktore uzyskuje
zcyfr0, 1,2, ..., 9. Ilu abonentow maksymalnie moze zarejestrowac centra-
la, jezeli potaczenia zaczynajace si¢ od zera nie sg brane pod uwagg?
Rozwigzanie
Tworzymy zbiory 7-elementowe z cyfr, ktérych jest dziesi¢¢. Kolejnosé
wystepowania cyfr odgrywa role, bo to jest numer telefonu, a cyfry moga si¢



—13 -

powtarza¢. Do obliczen wykorzystamy wzor na wariacj¢ z powtdrzeniami
nastepujaco:
= 1 = 9 = 9
V) ——Vj =—V, =—-1
10 10 10 10

10 10
Centrala moze zarejestrowa¢ maksymalnie 9 000 000 abonentow.

07 =9000000 .

Przyktad 1.1.13
Ile nastgpi powitan, gdy jednoczes$nie spotka si¢ szesciu znajomych?
Rozwigzanie
Ze zbioru 6-elementowego tworzymy zbiory 2-elementowe (witaja si¢ dwie
osoby). Elementy nie powtarzaja si¢, kolejnos¢ przy witaniu nie odgrywa
roli, a zatem jest to kombinacja bez powtorzen:

6 ! 1.5.
Céz _ 6! :4.5 6:15
2) 246-2)! 2-4

Nastapi 15 powitan.

Przyktad 1.1.14
W pewnym turnieju szachowym wzieto udziat 12 szachistow i kazdy zagrat
jedng parti¢ z kazdym. Ile partii szachowych rozegrano w tym turnieju?
Rozwigzanie
Ze zbioru 12-elementowego tworzymy zbiory 2-elementowe (szachisci graja
w parach). Elementy nie powtarzaja si¢, kolejno$¢ nie odgrywa roli, bo part-
nerzy dobierani sg losowo. Jest to kombinacja bez powtdrzen:

) (12] 120 10M11-12

12 —

2 )" 2(12-2)1  2:10
Rozegrano 66 partii.
Przyktad 1.1.15
Rozpatrzymy 10 zetonow ponumerowanych liczbami 1, 2, 3, ..., 10 i wylo-
sujemy jeden z nich. Na ile sposobow mozemy wylosowac¢ liczbe pierwsza?
Rozwigzanie

W rezultacie losowania mozemy otrzymac kazdy z tych zetonow. Stawiajac
pytanie, czy wylosowana liczba jest liczba pierwsza, wyrdzniamy pewien
zbior cyfr, ktory ma te ceche. Do zbioru tego naleza cyfry: 1,2, 3,51 7. Za-
tem ze zbioru 10-elementowego losujemy zbior 5-elementowy, przy czym
kolejnos¢ nie odgrywa roli. A zatem jest to kombinacja bez powtorzen:

s (10) 100 56-7-8-8-10 30240
Yl5 ) 5 10-5)! 5151 120
Liczbg pierwszg mozemy wylosowac na 252 sposoby.

=252.
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Przyktad 1.1.16
Pewna spoétka przeprowadza konkurs w celu zatrudnienia czterech nowych
pracownikéw. Do konkursu zgtosito si¢ 10 kandydatéw. Iloma sposobami
mozna obsadzi¢ stanowiska pracy?

Rozwigzanie
Ze zbioru 10-elementowego wybieramy czworki w sposdéb dowolny. Moze-
my zastosowa¢ wzor na kombinacje bez powtorzen:

s (10 100 6L7-8-9-10
Yl 4 ) a10-4) 246!
Stanowiska te mozna obsadzi¢ na 210 sposobow.

210.

Przyktad 1.1.17
Mamy do dyspozycji cztery rodzaje owocow potudniowych: pomarancze,
grapefruity, kiwi 1 banany. Tworzymy paczki dla dzieci po pig¢ owocow. Ile
roéznych paczek mozemy utworzy¢?

Rozwigzanie
Tworzymy zbioér 5-elementowy ze zbioru 4-elementowego. Oznacza to,
ze przynajmniej jeden element musi si¢ powtorzy¢, a kolejnos¢ nie odgrywa
roli. A zatem paczek utworzymy tyle, ile jest kombinacji z powtorzeniami,
co mozemy zapisac:

_ 4+5-1 8 | 1.6.7.
o (8)__ 8 5678
5 5) 548-5)! 65!

Mozemy utworzy¢ 56 paczek.

Przyktad 1.1.18
Pewien klient, ktory zaciagnal pozyczke musi wptaci¢ do kasy 10 rat mie-
sigcznych w ciggu roku. [loma sposobami moze to zrobic¢?

Rozwigzanie
Klient moze wptacaé po jednej racie, po dwie albo jeszcze inaczej. W roku
jest 12 miesigcy, a zatem bedzie to kombinacja z powtorzeniami:

—0 (12+10-1 21 21
C, = = =—————=352716.
10 10/ 10-(21-10)!
Klient moze wykorzysta¢ 352 716 sposobow.

Przyktad 1.1.19
Klub sportowy ma do dyspozycji 10 sprinteréw. Obliczy¢ ile jest mozliwych
sktadow sztafet 4x100 m:
a) z ustalong kolejno$cig zmian,
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b) bez ustalonej kolejnosci zmian.
Rozwigzanie
a) gdy kolejno$¢ zmian jest ustalona, to sztafeta ABCD jest r6zna od sztafe-
ty BCDA itd., sg to wigc 4-elementowe wariacje bez powtorzen, a zatem:
! ! 17.8.9.
. 10! _ 10! :6.7 8-9 10:5040‘
10-4)! (10-4)! 6!
b) jezeli kolejno$¢ zmian nie jest ustalona, wowczas sztafete ABCD uwaza
si¢ za takg samg co BCDA a wigc jest to kombinacja bez powtorzen:
4 10 10! 100 647-8-9-10
10 = = = = = 210
4 ) 4.10-4)! 4.6 24-6!

1.2. Zdarzenia losowe

Znajomo$¢ praw przyrody nie zawsze wystarcza, aby przewidzie¢ wynik
obserwacji, czy tez prowadzonych eksperymentéw. Podstawa naszej wiedzy
o $wiecie jest doswiadczenie. Powtarzajac wielokrotnie to samo dos$wiad-
czenie, w tych samych warunkach, mozemy wyrobi¢ sobie poglad o bada-
nych zjawiskach oraz o prawach, ktérym podlegaja. Przyczyny wplywajace
na wynik koncowy doswiadczen sg liczne i1 bardzo ztozone. Trudno jest oce-
ni¢ zmiany w procesie ich przebiegu, ktore to zmiany czg¢sto powoduje przy-
padek, a tym bardziej wyeliminowac blad. Na przyktad dokonujac kilkakrot-
nie pomiaru pewniej wielkosci w identycznych warunkach otrzymujemy na
0g06t r6zne wyniki na skutek popelianych btgdow. Rzucajgc ta samg moneta
zauwazamy, ze w niektorych rzutach otrzymujemy orta, za§ w innych resz-
ke. O wyniku decyduje tylko przypadek.

Zdarzeniem losowym (przypadkowym) nazywamy takie zdarzenie, kto-
rego zajscia lub niezaj$cia nie mozna przewidzie¢,

Niektoére zdarzenia sg indywidualne, niepowtarzalne, inne za$ majg cha-
rakter masowy. Zjawiska masowe powtarzajg si¢ nieskonczenie wiele razy.
Gdy zjawisko ma charakter masowy, to pomimo nieprawidlowosci, ktérym
podlegaja indywidualne wyniki, przecigtny wynik dtugiego ciaggu do$wiad-
czen losowych wykazuje pewng prawidtowos$¢. Zaobserwowana prawidto-
wos¢ polega na tym, ze czesto$¢ zajscia zdarzenia losowego oscyluje wokot
pewnej wartosci statej, przy duzej liczbie doswiadczen. Tylko masowe,
przypadkowe zdarzenia sg przedmiotem rachunku prawdopodobienstwa,
ktéry bada prawa rzgdzace prawidlowosciami, jakim one podlegaja.
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Wybrane wlasciwosci zdarzen oraz pojecia 7 nimi zwigzane

Miedzy zdarzeniami zachodzg nastgpujgce zwigzki:
. Jezeli zdarzenie A zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi zdarzenie
B, to méwimy, ze zdarzenie A jest rownowazne (réwne) zdarzeniu B:

A=B.

. Jezeli zdarzenie B zachodzi wtedy, gdy zachodzi zdarzenie A, to mowi-
my, ze zdarzenie A jest sprzyjajacym zdarzeniu B:

A cB.

. Jezeli zdarzenie A zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zajdzie co najmnie;j
jedno ze zdarzen Aj, A,, ..., A,, to powiadamy, Ze zdarzenie A jest suma
zdarzen Ay, A,, ..., A, Zapisa¢ to mozemy na dwa sposoby:

A=A+A+.+A, lub A=A UAU...UA,.

Kazde ze zdarzen A; (i=1, 2, ..., n) jest zdarzeniem sprzyjajacym A, gdy
zaj$cie dowolnego zdarzenia A; powoduje zaj$cie zdarzenia A.

. Jezeli zdarzenia A nie mozemy przedstawi¢ w postaci sumy co najmniej
dwoch roznych od A zdarzen, to takie zdarzenie nazywamy elementar-
nym (w teorii prawdopodobienstwa elementarne zdarzenie losowe uznaje
si¢ jako pojecie pierwotne, za pomocg ktorego okreslamy zdarzenie lo-
sowe).

. Zbior wszystkich mozliwych (w okreSlonych warunkach) zdarzen ele-
mentarnych nazywamy przestrzeniq zdarzen elementarnych E:

E= {el,ez,...,en}.

Zbidr E nazywa si¢ niekiedy przestrzenig proby.

. Zdarzenie nazywamy pewnym, jezeli zbiorem zdarzen sprzyjajacych jest
przestrzen zdarzen elementarnych.

. Zdarzenie nazywamy niemoZliwym, jezeli zbiorem zdarzen sprzyjajacych

jest zbidr pusty.
. Zdarzenie A polegajace na zaj$ciu kazdego ze zdarzen A,, A,, ..., A,
nazywamy iloczynem (koniunkcja, laczne zajscie) zdarzen A, A,, ..., A,

€O zapisujmy nastepujaco:
A=A A ... - A lub A=A NnAyN..NnA,.
A czytamy:
A=A1AI.. 1A,

. Zdarzenia A oraz B nazywamy wykluczajgcymi sig, jezeli laczne zajScie
tych zdarzen jest zdarzeniem niemozliwym, co mozemy zapisac:

A-B=0.
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10. Powiadamy, ze zdarzenia Ai, A, ..., A, tworzg uklad zupelny zdarzen,
jezeli wylaczajg si¢ parami, a ich suma jest zdarzeniem pewnym, tzn.
A +A,+...+A,=E oraz A;- A;j=0,
gdzie: 1#]
1i=1,2,...,n; i=1,2,...,n.

11. Zdarzenia A i A nazywamy zdarzeniami przeciwnymi, jezeli tworza
uktad zupetny zdarzen, tzn. faczne zajscie tych zdarzen jest zdarzeniem
niemozliwym, co mozemy zapisac:

A+A =E orazA - A =0.

12. Zdarzenia A polegajace na tym, ze zajdzie zdarzenie A; i nie zajdzie

zdarzenie A, nazywamy rdZnicq zdarzen A, i A, i co zapisujmy:
A=A -A,.
Roéznicg zdarzen ilustruje ponizszy rysunek.

7 matematycznego punktu widzenia zdarzenia interpretujemy jako zbio-
ry, a zatem mozna na nich wykonywac¢ dziatania tak samo, jak na zbiorach.

Przyklad 1.2.1
Rzucamy dwiema kostkami. Niech zdarzenie A polega na otrzymaniu niepa-
rzystej sumy oczek, a zdarzenie B polega na wyrzuceniu nieparzystej liczby
oczek na jednej kostce i parzystej liczby oczek na drugiej kostce.
L atwo dostrzec, ze A = B.

Przyktad 1.2.2
Rzucamy jeden raz kostka do gry. Niech zdarzenie A polega na otrzymaniu
parzystej liczby oczek, za$ zdarzenie A; polega na otrzymaniu ,,4”. Wow-
czas A, c A.

Przyktad 1.2.3
Niech A, oznacza zdarzenie polegajace na wyrzuceniu nieparzystej liczby
oczek, za§ A, oznacza ,,orla” przy rzucie moneta. Zdarzenie A = A; + A,
polega na otrzymaniu liczby nieparzystej lub ,,orta”, to znaczy na zajsciu co
najmniej jednego z tych zdarzen.
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Przyktad 1.2.4
W doswiadczeniu polegajacym na jednokrotnym rzucie monetg okreslimy
przestrzen zdarzen elementarnych. Zdarzenie wyrzucenia ,,orta” jest zdarze-
niem elementarnym, zdarzenie wyrzucenia ,,reszki” jest takze zdarzeniem
elementarnym. Przestrzen zdarzen elementarnych mozemy zapisa¢ nastgpu-

jaco:
E = {e}, e;} = {,,orzel”, ,reszka”}.

Przyktad 1.2.5
W doswiadczeniu polegajgcym na jednokrotnym rzucie kostkg do gry mamy
do czynienia ze skonczong przestrzenig zdarzen elementarnych.

e, —pojawienie si¢ jednego oczka,

e, —pojawienie si¢ dwoch oczek,

e, — pojawienie si¢ szeSciu oczek.

Tak wiec E = {e, e, €3, €4, €5, €6} .

Przyktad 1.2.6
Rzucamy jeden raz kostkg do gry. Zdarzenie polegajace na wyrzuceniu ja-
kiejkolwiek liczby oczek od 1 do 6 uznajemy za pewne, gdyz jedno ze zda-
rzen elementarnych zawsze zajdzie.

Przyktad 1.2.7
Rzucamy jeden raz kostka do gry. Zdarzenie polegajace na wyrzuceniu ,,7”
jest zdarzeniem niemozliwym, bo na kostce nie ma takiej liczby.

Przyktad 1.2.8
Niech zdarzenia A, i A, oznaczajg tarcze o czgsciowo wspolnym polu. Jezeli
strzelec ma trafi¢ jedng kulg w obie tarcze (p. rys.) to musi strzeli¢ w te cze-
$ci obu tracz, ktore si¢ pokrywaja.
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Przyktad 1.2.9
Rzucamy jeden raz kostka do gry. Niech zdarzenie A polega na wyrzuceniu
parzystej liczby oczek, za$ zdarzenie B polega na wyrzuceniu ,,5”. Zbiory A
i B nie majg wspolnego elementu, a zatem zdarzenia A i B wykluczajg si¢
wzajemnie.

Przyktad 1.2.10
Rzucamy jeden raz kostka do gry. Niech zdarzenie A polega na wyrzuceniu
parzystej liczby oczek, za$ zdarzenie B polega na wyrzuceniu nieparzystej
liczby oczek, czyli A = {2, 4, 6); B = {1, 3, 5}. Wszystkie zdarzenia elemen-
tarne zdarzen A i B dajg calg przestrzen zdarzen elementarnych E = {1, 2, 3,
4,5, 6}, przy czym wykluczaja si¢ wzajemnie. Wynika stad, ze zdarzenia A
i B tworzg uktad zupelny zdarzen.

Przyktad 1.2.11
Rzucamy jeden raz moneta. Zdarzenie polegajace na wyrzuceniu ,,orta” oraz
zdarzenie polegajace na wyrzuceniu ,;reszki” sg zdarzeniami przeciwnymi,
poniewaz tworzg uklad zupety zdarzen.

Przyktad 1.2.12
Niektore skrzynki owocow poludniowych dostarczane do magazynu sa ze-
psute. Wybrano losowo dwie skrzynki do kontroli. Ile mozliwych zdarzen
elementarnych wystepuje w tym doswiadczeniu. Wymieni¢ wszystkie zda-
rzenia elementarne i okresli¢ przestrzen zdarzen elementarnych tego do-
swiadczenia losowego.

Rozwigzanie
Doswiadczeniem losowym jest wybor skrzynki z owocami i ocena: zepsuta,
niezepsuta. Stad mozliwe s3 tylko dwa zdarzenia elementarne zaréwno dla
pierwszej, jak i dla drugiej skrzynki. Oznaczajac odpowiednio przez S; i S,
przestrzen zdarzen elementarnych mozemy przedstawi¢ nastepujaco:

Zdarzenie elementarne S S,
€] zepsute zepsute
) zepsute niezepsute
€3 niezepsute zepsute
ey niezepsute niezepsute

Przestrzenig zdarzen elementarnych sg wszystkie mozliwe zdarzenia elemen-
tarne, co mozemy oznaczyc:

E = {el, e, €3, €e4}.
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1.3. Rachunek prawdopodobienstwa

Rachunek prawdopodobienstwa zajmuje si¢ wykrywaniem i badaniem
prawidtowosci zachodzacych pomiedzy zdarzeniami. Podstawowymi poje-
ciami rachunku prawdopodobienstwa sa: zdarzenie elementarne, przestrzen
zdarzen oraz prawdopodobienstwo.

Prawdopodobienstwo jest charakterystyka liczbowa stopnia mozliwosci
realizacji zdarzenia w okreslonych warunkach. Prawdopodobienstwo reali-
zacji zdarzenia lub krocej prawdopodobienstwo zdarzenia A oznacza si¢
najczesciej jako P(A). Jezeli przestrzen zdarzen elementarnych E zawiera n
jednakowo mozliwych i wzajemnie wykluczajacych si¢ zdarzen elementar-
nych, sposrod ktorych k zdarzen sprzyja zajSciu pewnego zdarzenia A (n, k —
skonczone), to prawdopodobienstwem zaj$cia zdarzenia A nazywamy liczbe:

Jest to tak zwana klasyczna definicja prawdopodobienstwa, ktdra sfor-
mutowat Laplace na podstawie obserwacji czestosci empirycznych dla diu-
gich serii doswiadczen. Poniewaz pojecie prawdopodobienstwa laczy si¢
z wynikiem obserwacji lub eksperymentu, prawdopodobienstwo mozna zde-
finiowa¢ jako funkcje, ktorej warto$ciami sg liczby rzeczywiste, a argumen-
tami zdarzenia.

Definicja prawdopodobienstwa Laplace’a jest praktycznie tozsama z po-
jeciem czestosci empirycznej z dodatkowym warunkiem skonczonej liczby
jednostek zbiorowosci statystycznej przy zalozeniu jednakowo mozliwych
zdarzen. Wynika stad jej ograniczone zastosowanie tylko do duzych liczeb-
nie zbiorowosci statystycznych.

Praktyczne zastosowanie ma aksjomatyczna definicja prawdopodobien-
stwa zdarzenia losowego sformutowana przez Kotmogorowa, ktoéra opiera
si¢ na trzech niewymagajacych dowodu zatozeniach (pewnikach):

1. Kazdemu zdarzeniu losowemu A odpowiada liczba P(A)=p zwana
prawdopodobienstwem realizacji tego zdarzenia, przy czym liczba ta
zawiera si¢ w granicachodp=0dop=1.

2. Jezeli z gory wiadomo, ze zdarzenie B jest pewne (nie jest losowe),
to prawdopodobienstwo P(B) = 1.

3. Jezeli zdarzenia A, A,,...,A tworza skonczony ciag zdarzen loso-
wych parami wykluczajacych si¢ to:

P(A, +A,+,...A,)=P(A,)+P(A,),..P(A,)=1.
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Dla nieskonczonego, ale przeliczalnego ciggu zdarzen mamy:
P(A, +A,+A,+,..)=P(A))+P(A,)+P(A))+,...<1.

Podstawowe wlasnosci prawdopodobienstw:
1. Prawdopodobienstwo P(A) zdarzenia pewnego rowna si¢ 1:

P(A)=1.
2. Prawdopodobienstwo P(A) zdarzenia niemozliwego rowna si¢ 0:
P(A)=0.

3. Prawdopodobienstwo kazdego zdarzenia spetnia nier6wnos$¢:

0<P(A)<I.

4. Jezeli A B tzn. zajScie zdarzenia A pocigga za soba zajscie zdarzenia
B, to

P(A) <P(B).
5. Jezeli zdarzenia A jest roOwne zdarzeniu B, to
P(A) =P(B).

6. Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia przeciwnego zdarzeniu A jest

réwne jednos$ci pomniejszonej o prawdopodobienstwo zdarzenia A :
P(A)=1-P(A).

7. Prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajagcego na zaj$ciu jednego
z dwu wykluczajacych si¢ zdarzen A,, A, rowna si¢ sumie prawdopodo-
bienstw tych zdarzen:

P(A)=P(A))+P(A;).

8. Prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na zaj$ciu przynajmniej
jednego ze zdarzen A,,A, rowna si¢ sumie prawdopodobienstw tych
zdarzen zmniejszonej o prawdopodobienstwo tagcznego ich zajscia:

P(A)=P(A))+P(A,)-P(A-A,).
9. Na to, aby zdarzenia A i B byly niezalezne, potrzeba i wystarcza, zeby

prawdopodobienstwo tgcznego zajscia tych zdarzen byto rowne iloczy-
nowi prawdopodobienstw kazdego z tych zdarzen:

P(A-B)=P(A)-P(B).
W przypadku, gdy zbior zdarzen elementarnych jest nieskonczony za-
chodzi potrzeba rozszerzenia definicji prawdopodobienstwa. Pojecie liczno-

Sci zbioru zdarzen elementarnych jest tu nieprzydatne. Mozemy wtedy okre-
sli¢ prawdopodobienstwo geometryczne zdarzenia.
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Niech zbior zdarzen elementarnych Q bedzie zbiorem punktow proste;j,
plaszczyzny lub przestrzeni. Przyjmijmy nastepujace zalozenia:
e 7zbior Q jest mierzalny o skonczonej mierze, tzn. ma skonczong dtugoscé,
pole lub objetose,
¢ kazdy punkt zbioru Q ma jednakowg szans¢ wylosowania.
Przy wymienionych zatozeniach prawdopodobienstwo geometryczne
dowolnego zdarzenia A okreslamy jako iloraz miary zdarzenia A do miary
zdarzenia Q, co wyraza wzor:

P(A) = m?araA ’

miara Q

gdzie miara oznacza dhugosé, pole lub objetos¢ w zaleznosci od tego, czy
zbior Q lezy na prostej, ptaszczyznie lub w przestrzeni.

W praktyce nie zawsze znamy liczebno$¢ zbioru zdarzen elementarnych,
badz nie mozemy doliczy¢ si¢ liczby zdarzen elementarnych sprzyjajacych
zdarzeniom losowym, co potrzebne jest przy wykorzystaniu definicji kla-
sycznej. Znajomosci tych wielkosci nie wymaga statystyczna definicja
prawdopodobienistwa. W dhugiej serii do§wiadczen obserwujemy wystapie-
nie zdarzenia A. Jezeli czgstos¢ - zdarzenia A, gdzie N jest dlugoscia seril,

an liczbg doswiadczen, w ktorych pojawito si¢ zdarzenie A, przy wzrastaniu
dlugosci serii zbliza si¢ do pewnej liczby p oscylujac wokot tej liczby i jesli
wahania czesto$ci zdarzenia przejawiaja tendencje malejaca przy rosngcym
N, to liczba p nazywana jest prawdopodobienstwem zdarzenia A:

P(A) = lim — -

n—oo

Rys. 1.3.1. llustracja statystycznej definicji prawdopodobienstwa [5]

Podane definicje prawdopodobienstwa: klasyczna, geometryczna i staty-
styczna sg szczegolnymi przypadkami definicji aksjomatyczne;j.
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Przyktad 1.3.1
Przy okraglym stole ponumerowano miejsca 1, 2, 3, 4. Przybyly dwie osoby,
ktore usiadly przy tym stole. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze osoby te
usiadty na miejscach o rosngcych numerach?

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze sa trzy sprzyjajace przypadki: 1, 2; 2, 3; 1 3, 4. Wszystkich
mozliwych przypadkéw jest tyle, ile istnieje réznych zbioréw 2-elemen-
towych utworzonych ze zbioru 4-elementowego, w ktorych kolejnosé od-
grywa rolg. Obliczymy wigc wariacje bez powtorzen:

. A 3.4

A = 12.
(4-2) 2

A zatem pzé.

Szukane prawdopodobienstwo wynosi 0,25.

Przyktad 1.3.2
Babcia dziergata welniany sweterek dla wnusia. W koszu miata 8 kiebkow
welny czerwonej, 5 biatej i 4 bezowej. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze
wybierajac trzykrotnie z kosza bez zwracania, babcia wyjeta doktadnie 2
klebki welny tego samego koloru.

Rozwigzanie
8) (9) (5) (12) (4) (13
2 ) 2 L) T2 ) 2524100478 45
p= - =2 _0.66.
17 680 48
3

Babcia wyjeta z kosza 2 klebki tego samego koloru z prawdopodobienstwem
0,66.

Przyktad 1.3.3
Do sklepu przywieziono owoce: 3 razy tyle bananoéw, co jabtek, a 8 razy tyle
bananow, co pomaranczy. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze biorgc owoc
losowo wybierzemy jabtko?

Rozwigzanie
Wprowadzamy odpowiednie oznaczenia:

y — ilo$¢ jabtek,

3y — ilo$¢ banandw,

3y ... ,
o ilo$¢ pomaranczy.
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Obliczamy ilos¢ wszystkich owocow:
Jr3_y_ 8y +24y+3y 35y

+3
YTITR 8 8
A zatem:
y 8
=——=—=0,23.
P=35y 735
8

Jabtko wylosujemy z prawdopodobienstwem 0,23.

Przyklad 1.3.4
Realizujac dostawy towaru do zagranicznego kontrahenta z mozliwo$cia
opoznien w transporcie oszacowano prawdopodobienstwa terminowosSci
tych dostaw 1 otrzymano wyniki:
e prawdopodobienstwo terminowej dostawy towaru A — P(A) = 0,5935,
e prawdopodobienstwo terminowej dostawy towaru B — P(B) = 0,3874,
e prawdopodobienstwo terminowej dostawy towaru C — P(C) = 0,0191.
Sprawdz, czy spelnione sg aksjomaty Kotmogorowa.
Rozwigzanie
Pierwszy aksjomat jest spelniony, poniewaz wszystkie oszacowane prawdo-
podobienstwa zawieraja si¢ w przedziale od 0 do 1.
Suma prawdopodobienstw wynosi:

P(A) + P(B) + P(C) = 0,5935 + 0,3874+ 0,0191 = 1.

Jest zdarzeniem pewnym, a zatem spelniony jest drugi aksjomat.
Zdarzenia parami wykluczajg si¢, sprawdzamy trzeci aksjomat:

P(A) +P(B)=0,5935 + 0,3874 = 0,9809 < 1.

Przyktad 1.3.5
Rzucamy jeden raz kostkg do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze liczba
otrzymanych oczek bedzie mniejsza od 3?
Rozwigzanie
A — zdarzenie polegajace na wyrzuceniu mniej niz 3 oczek,
A, — zdarzenie polegajace na wyrzuceniu 1 oczka,
A, — zdarzenie polegajace na wyrzuceniu 2 oczek.
Zdarzenia A, 1 A, wykluczajg si¢, korzystamy z wlasciwos$ci 7, a zatem:

1 1 2
P(A)=P(A)) +P(A)=—+—===10,67.
(A) =P(A)) + P(A,) 663
Prawdopodobienstwo, ze liczba otrzymanych oczek bedzie mniejsza od 3

wynosi 0,67.
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Przyktad 1.3.6
Dwaj mysliwi jednocze$nie ujrzeli zajaca 1 jednoczesnie strzelili do niego.
Kazdy z mysliwych na 100 oddanych strzaléw trafit 60 razy. Obliczy¢
prawdopodobienstwo zastrzelenia zajaca?

Rozwigzanie
A — zdarzenie polegajace na trafieniu zajaca,
A, — zdarzenie polegajace na trafieniu zajaca przez I mysliwego,
A, — zdarzenie polegajace na trafieniu zajgca przez Il mysliwego,
A; - A, —jednoczesne trafienia zajgca przez obu mysliwych.
P(A)=P(A)) +P(A;)) -P(A; - Ay)=0,6+0,6-0,6-0,6=1,2-0,36=0,84.
Prawdopodobienstwo zastrzelenia zajagca wynosi 0,84.

Przyktad 1.3.7
Na loterii jest 10 losoéw, z ktorych 4 wygrywaja. Jakie jest prawdopodobien-
stwo, ze wsrdd czterech kupionych losow:
a) doktadnie jeden wygrywa,
b) przynajmniej jeden wygrywa.
Rozwigzanie

1 )
3 =4 20280 038,
10 210 210
4

(4j (6J
0)\4
=1 15 =1-0,07=0,93.

a) p; =

10 210
4
Przyktad 1.3.8
Trzech fotografow wykonuje zdjecia w trudnych warunkach atmosferycz-
nych. Zakladamy, ze prawdopodobienstwo wykonania dobrego zdjecia jest
dla wszystkich jednakowe i wynosi P(A) = 0,7. Jakie jest prawdopodobien-
stwo p, ze przynajmniej jedno zdjecie bedzie udane?

Rozwigzanie
Obliczamy prawdopodobienstwo wykonania nieudanego zdjecia:

P(A)=[1-P(A)]’ = (0,3)’ = 0,027.

Prawdopodobienstwo p, ze przynajmniej jedno zdjecie bedzie udane obli-
czamy korzystajac z wlasnosci 6:

b) p,=1-
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p=1-P(A)=1-0,027=0,973.
Prawdopodobienstwo p zajscia zdarzenia, ze przynajmniej jedno zdjgcie
bedzie nieudane wynosi 0,973.

Prawdopodobienstwem warunkowym P(A/B) zdarzenia A, przy zatoze-
niu, ze zaszto zdarzenie B, nazywamy iloraz prawdopodobienstwa tacznego
zaj$cia zdarzen A i B przez prawdopodobienstwa zdarzenia B:

P(A-B)
P(B)
Przeksztalcajac powyzszy wzor do postaci:
P(A-B)=P(B)-P(A/B).
otrzymujemy wzor na prawdopodobienstwo lacznego zajécia zdarzen A i B,
ktore jest rowne iloczynowi prawdopodobienstwa zdarzenia B przez praw-

dopodobienstwo warunkowe zdarzenia A przy zalozeniu, ze zaszto zdarzenie
B.

P(A/B)=

: P(B) > 0.

Jezeli zdarzenia A, A,,..., A sa zdarzeniami wzajemnie wykluczaja-
cymi si¢, z ktorych prawdopodobienstwo zadnego nie wynosi zero i jedno
z nich musi zaj$¢ (zdarzenia tworza, tzw. uklad zupeiny) to prawdopodo-
bienstwo dowolnego zdarzenia B obliczamy ze wzoru na prawdopodobien-
stwo catkowite:

P(B)=P(A,)-P(B/A,)+P(A,)-P(B/A,)+,...+P(A,)-P(B/A,) =
:iP(Ai)-P(B/Ai).
i=1

Wynik wielu doswiadczen (przedsigwzi¢¢) zalezy od tego, co dzieje si¢
w roznych posrednich stadiach jego realizacji, czyli jak poszczegdlne przy-
czyny wplywaja na wynik koncowy. Prawdopodobienstwo, z jakim przy-
czyna wpltywa na skutek (wynik koncowy) mozna obliczy¢, korzystajac
z zasady Bayes’a.

Jezeli zdarzenia A, A,,..,A;,.., A, (przyczyny) sa zdarzeniami wza-
jemnie wykluczajacymi si¢, z ktdrych prawdopodobienstwo zadnego nie
wynosi zero i jedno z nich musi zaj$¢ oraz zaszto zdarzenie B (skutek),
to warunkowe prawdopodobiefistwo dowolnego zdarzenia A; obliczamy
Ze WZOru:

D> P(A))-P(B/A))
=1
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Przyktad 1.3.9
W grupie 100 osob byto 40 mezczyzn. Przebadano t¢ grupg pod wzgledem
wady wzroku i stwierdzono wade u 2% mezczyzn i 5% kobiet. Wybieramy
losowo jedng osobe. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze osoba ta ma wade
wzorku?

Rozwigzanie
Wprowadzimy oznaczenia:
W — zdarzenie polegajace na wylosowaniu osoby z wada wzorku,
K — zdarzenie, ze wylosowana osoba jest kobietg, P(K) = 0,60,
K — zdarzenie, ze wylosowana osoba jest m¢zczyzng, P(M) = 0,40.
Aby wyznaczy¢ wszystkie mozliwe zdarzenia skorzystamy ze wzoru na
prawdopodobienstwo catkowite:

P(W)=PM) - P(W/M) + P(K) - P(W/K) = 0,40 -0,02 + 0,60 - 0,05 =

0,08+0,03 = 0,38.

Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana osoba ma wad¢ wzroku wynosi
0,38.

Przyktad 1.3.10
W dziesieciu jednakowych koszach sg roze. W potowie koszy jest po 15 roz
biatych i 5 czerwonych, w trzech po 10 r6z biatych i 10 czerwonych, za$
w pozostatych sg 4 roze biate i 16 czerwonych. Siggamy losowo do jednego
kosza i wybieramy jedng rozg¢. Obliczy¢ prawdopodobienstwo p wylosowa-
nia r6zy czerwonej.

Rozwigzanie

_5 5,310,216 _ 445
10 20 710 20 10 20

Prawdopodobienstwo wylosowania rdzy czerwonej wynosi 0,435.

Przyktad 1.3.11
W sklepie ,,Dla pan” na dwoch poétkach sg wytozone torebki. Na pierwszej
polce jest 6 torebek ze skory i 4 z tkaniny, a na drugiej jest 8 ze skory i 16
z tkaniny. Siegamy losowo do jednej z potek i wybieramy do obejrzenia jedng
torebke. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze bedzie to torebka ze skory?
Rozwigzanie
16,18 68 (.
210 2 24 20 48
Prawdopodobienstwo wybrania torebki ze skory jest rowne 0,47.

P=
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Przyktad 1.3.12
Z talii 52 kart wylosowano losowo jedng karte i bez ogladania przetozono do
drugie;j talii ztozonej z 32 kart. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania
damy z otrzymanego zbioru kart?

Rozwigzanie
Wprowadzimy oznaczenia:
D, — zdarzenie wylosowania damy z pierwszej talii,
D, — zdarzenie wylosowania damy z drugiej talii.

P(D) = P(Dy) - P(D,/Dy) + P(D; ) - P(Dy/ D) =
zi‘i+ﬁ'i=20+l92= 212

52 33 52 33 1716 1716
Prawdopodobienstwo wylosowania damy wynosi 0,124.

=0,124.

Przyktad 1.3.13
Okulista przebadat grupe 100 osob, w ktorej byto 40 mezczyzn celem wy-
krycia wady wzroku. W trakcie badania wykryto wady wzroku u 2% mez-
czyzn i 5% kobiet. Wybieramy losowo jedna osobe, u ktorej wykryto wade
wzroku. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jest to mezczyzna?

Rozwigzanie
Wprowadzimy oznaczenia:
W — zdarzenie polegajace na wylosowaniu osoby z wada wzorku,
K — zdarzenie, ze wylosowana osoba jest kobietg, P(K) = 0,60,
M — zdarzenie, ze wylosowana osoba jest m¢zczyzng, P(M) = 0,40.
Aby wyznaczy¢ wszystkie mozliwe zdarzenia skorzystamy ze wzoru na
prawdopodobienstwo catkowite

P(W)=PM) - P(W/M) + P(K) - P(W/K) = 0,40 -0,02 + 0,60 - 0,05 =

0,008+0,03 = 0,038.

A zatem, w oparciu o zasad¢ Bayes’a:
P(M)-P(W/M) _ 0,008
P(M)-P(W/M)+P(K)-P(W/K) 0,038

Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana osoba z wada wzroku jest mgz-
czyzng wynosi 0,21.

P(M/W) =

b

Przyktad 1.3.14
Sklep z zarowkami ma trzech dostawcow A, B, C, a wadliwo$¢ partii pocho-
dzacych od nich wynosi odpowiednio: 2%, 4%, 10%. Sklep zaopatrywany
jest w taki sposob, ze 25% zaréwek pochodzi od dostawcy A, 35% od do-
stawcy B, reszta od dostawcy C. Klient zakupil w tym sklepie jedng zarow-
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ke. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze zarowka pochodzi od dostawcy C,

jezeli przy pierwszej probie nie zaswiecita sig, a wigc byla wadliwa.
Rozwigzanie

Wprowadzimy oznaczenia:

W — zdarzenie wylosowania wadliwej zarowki,

A, B, C — zdarzenia wylosowania odpowiedniego dostawcy.

P(C)-P(W/C)

P ) = B A) - P(W A) = P(B)-P(W /B) < P(C) - P(W/C)

~ 0,40-0,1 ~ 0,04 0,04
0,25-0,02+0,35-0,04+0,40-0,1  0,005+0,014+0,04 0,059

Prawdopodobienstwo, ze wylosowana wadliwa zarowka pochodzi od do-
stawcy C wynosi 0,68.

0,68.

Przyktad 1.3.15
Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany punkt kwadratu OXYZ
o boku 1 jest oddalony od punktu 0 wigcej niz 1/3 1 mniej niz 1.

Rozwigzanie
ole A Lrn(1?-(b)?
pole Q 1 4 4 9 9
zZ Y
Q

N
A

o X

Rys. 1.4.1. Interpretacja geometryczna
1.4. Powtorzenie w przykladach

Zadanie 1
Na wyscigach konnych gracz typuje, ktory kon w gonitwie zajmie pierwsze
miejsce 1 ktory zajmie drugie miejsce. Ile jest sposobow typowania, jesli
w gonitwie bierze udziat 10 koni?
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Rozwigzanie
Tworzymy ciagi 2-elementowe sposrod 10 elementow. Elementy nie powta-
rzaja si¢, a kolejnos¢ odgrywa role. Mamy do czynienia z wariacjg bez po-
wtbrzen, stad:

, 1o
07 10-2)

W tej gonitwie mozna typowac na 90 sposobow.

Zadanie 2
W magazynie znajduje si¢ miejsce na 100 stoikow z dzemem owocowym.
Stoiki rozmieszczono na trzech potkach: na pierwszej 40, na drugiej 35, na
trzeciej 25. lloma sposobami mozna to zrealizowac?

Rozwigzanie
Sposob ustawienia stoikow na kazdej polce nie odgrywa roli. Istotne jest
tylko to, aby liczba stoikow na kazdej z trzech potek byta rowna liczbie stoi-
kéw mozliwej do umieszczenia na kazdej potce. Mamy tu do czynienia
z kombinacjg bez powtorzen. Laczna liczba sposobdw wynosi:

oo M0 60 28 100
401100 —40)! 35160 —35)! 25125-0)!  40-35!:25!

00!
401-35-25!

Stoiki mozna rozmiesci¢ na Sposobow.

Zadanie 3
U handlarza w kartonie znajduje si¢ 7 kompletow lampek choinkowych,
w tym 3 wadliwe. Wybieramy bez zwracania trzy komplety. Obliczy¢ praw-
dopodobienstwo, ze sposrod trzech wybranych kompletow lampek choinko-
wych podczas kontroli jakosci dwa z nich nie zaswieca.

Rozwigzanie
Losowanie odbywa si¢ bez zwracania i kolejnos¢ wylosowanych elementow
nie odgrywa roli, zatem przyjmujemy, ze zbiorem zdarzen elementarnych

7
jest dowolna kombinacja 5-elementowa Q= sz Dwa komplety wadliwe

3
mozna wylosowac sposrod trzech wadliwych na (2] sposoby, a 3 komplety

4
dobre sposrod 4 dobrych mozna wybraé¢ na (3} sposoby. Zatem
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BB

)

Prawdopodobienstwo wylosowania dwoch wadliwych kompletow lampek

12
35

choinkowych wynosi

Zadanie 4
Partia towaru liczy 18 sztuk dobrych i 2 wadliwe. Partia zostaje przyjeta,
jesli wéréd losowo wybranych 8 sztuk bez zwracania, co najwyzej jedna
sztuka bedzie wadliwa. Obliczy¢ prawdopodobienstwo przyjecia partii.

Rozwigzanie
2) (18 2) (18
o) 18) 117
= =0,85.

20 -
8
Prawdopodobienstwo przyjecia partii wynosi 0,85.

Zadanie 5
W skrzynce znajduje si¢ 20 butelek piwa, przy czym 4 butelki majg nie-
szczelne kapsle. Klient kupit 3 losowo wybrane przez sprzedawce butelki.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze klient kupit butelki szczelnie zamknigte?

Rozwigzanie
3
=>—<=0,49.
P="10
3
Prawdopodobienstwo zakupu szczelnie zamknigtej butelki wynosi 0,49.
Zadanie 6
Zawodnik trafia w $rodek tarczy przy jednym strzale z prawdopodobien-

stwem 0,5. Ile strzatow powinien odda¢, aby z prawdopodobienstwem wick-
szym od 0,75 co najmniej raz trafit do celu?
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Rozwigzanie
Zdarzenia polegajace na trafieniu w dziesiatke sg niezalezne. Niech A ozna-
cza zdarzenie, ze przy n strzatach zawodnik trafi w Srodek tarczy co naj-
mniej raz. Wowczas
P(A)=1-(1-0,5)">0,75,
1-0,75> (1 -0,5)",
(1-0,5)"<0,25,
n>2,

Zawodnik powinien odda¢ co najmniej 3 strzaty, aby z prawdopodobien-
stwem 0,75 co najmniej raz trafit w srodek tarczy.

Zadanie 7
W dostawie byto 96% dzinséw bez wad, z czego 75% stanowity dzinsy me-
skie. Z catej dostawy wylosowano jedna par¢ dzinséw dobrych. Obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze sg to dzinsy meskie.

Rozwigzanie
Nalezy skorzysta¢ ze wzoru na prawdopodobienstwo warunkowe, a zatem:

p=0,96-0,75=0,72.

Prawdopodobienstwo wylosowania dzinséw meskich, przy warunku, ze nie
sg wadliwe wynosi 0,72.

Zadanie 8
Na dwodch pochylniach zatrudnieni sg robotnicy i uczniowie. Liczba osob
zatrudnionych na obu pochylniach jest jednakowa, przy czym udzial
uczniéw na pochylni P1 wynosi 0,2, za$ na pochylni P2 - 0,1. Zdarzyt si¢
wypadek i jedna osoba zostata poszkodowana. Jakie jest prawdopodobien-
stwo, ze byl to uczen?

Rozwigzanie
Niech A oznacza zdarzenie, ze wylosowana osoba bedzie uczniem. Prawdo-
podobienstwo wylosowania osoby pracujacej na kazdej z pochylni jest jed-
nakowe 1 wynosi 0,5. Stosujgc wzoér na prawdopodobienstwo calkowite
otrzymujemy:

P(A)=0,5-0,2 + 0,5-0,1 = 0,15.

Prawdopodobienstwo, ze wypadkowi ulegl uczen wynosi 0,15.

Zadanie 9
Dwie grupy studentéw pisaty prace kontrolng. W pierwszej grupie byto 5
studentéw dobrych, 10 $rednich i 15 stabych, zas w drugiej byto 10 dobrych,
7 $rednich i 3 stabych. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany
student napisze prace kontrolng z wynikiem dobrym.
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Rozwigzanie
Stosujemy wzor na prawdopodobienstwo catkowite, a stad:

15 1101
P=2307 220 3
Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany student napisze prace kontrolng

dobrze wynosi %

Zadanie 10
Trzech farmerow dostarcza jajka do sklepu spozywczego. Liczba jaj dostar-
czonych przez poszczegoélnych farmeréw wynosi odpowiednio: 1 — 1500,
IT — 3000, III — 1500. Przecigtnie biorac, procent jaj zepsutych w dostawie
pierwszego farmera wynosi 1%, drugiego 5%, trzeciego 1%. Klientka kupita
jedno jajko i okazato sig, ze jest zepsute. Obliczy¢ prawdopodobienstwo,
ze zepsute jajko pochodzito od farmera drugiego.

Rozwigzanie
Z warunkow zadania wynika, ze pierwszy farmer dostarcza 0,25, drugi 0,5,
za$ trzeci 0,25 wszystkich jaj. Obliczymy prawdopodobienstwo zakupu ze-
psutego jajka (prawdopodobienstwo catkowite) nastepujaco:

P(Z)=0,25-0,01 +0,5-0,05+0,25- 0,01 = 0,03.

Prawdopodobienstwo, ze zepsute jajko pochodzi od drugiego farmera (wzor
Bayesa) wynosi:

0,5-0,05

P(Z/10) = =0,83.

b

Prawdopodobienstwo, ze zepsute jajko pochodzito od drugiego farmera wy-
nosi 0,83.



ROZDZIAL 11
ZMIENNE LOSOWE

2.1. Podstawowe pojecia i charakterystyki

W réznorodnej dziatalnosci cztowieka czgsto spotykamy sie z ekspery-
mentem czy zdarzeniem przypadkowym. Wyniki badan wyrazane na ogot
w postaci danych liczbowych ksztattujg si¢ w sposoéb przypadkowy, mamy
zatem do czynienia ze zmienng losowa. Zmienng losowa lub zmienng sto-
chastyczng nazywamy funkcje, ktorej warto§¢ zmienia si¢ w sposob losowy,
od do$wiadczenia do doswiadczenia, od przypadku do przypadku. W odroz-
nieniu od zmiennych zdeterminowanych, dla zmiennych losowych nie mo-
zemy doktadnie przewidzie¢, jakie wartosci przyjma w danych warunkach.
Mozemy natomiast poda¢ rozktad prawdopodobienstwa tych zmiennych.

Rozktad zmiennej losowej jest okreslony, jezeli znany jest zbidr wszyst-
kich mozliwych wartoéci tej zmiennej oraz znana jest metoda obliczania
prawdopodobienstwa przyjmowania przez t¢ zmienng wartosci z dowolnego
podzbioru mozliwych warto$ci.

Zmienng losowg X mozemy zdefiniowa¢ jako funkcj¢ o wartosciach
rzeczywistych, okre$long na przestrzeni E zdarzen elementarnych.

X:E—->R

Oznacza to, ze kazdemu zdarzeniu z przestrzeni zdarzen elementarnych
mozna przyporzadkowaé pewng liczbe R.

X(e) eR

Warto$ci przyjmowane przez zmienne losowe nazywamy jej realizacja-
mi i oznaczamy najczesciej, w odroznieniu od zmiennych losowych, matymi
literami.

X =1{X{sX g5y Xy X, }

Przyktad 2.1.1
Przestrzenig zdarzen elementarnych dla jednokrotnego rzutu szes$cienng
kostka do gry jest zbidr $cianek tej kostki:
E={e,.e,,...es}.
Funkcja X(e) przyporzadkowujaca zdarzeniom elementarnym kolejne liczby
od 1 do 6 jest zmienng losowa, przyjmujaca wartosci:
X =1{1,2,3,4,5,6}.
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Przyktad 2.1.2
Przy rzucie monetag moze wypasc¢ ,,orzet” lub ,reszka”. W przypadku dwu-
krotnego rzutu monetg otrzymujemy nastepujacy zbioér zdarzen:

E={e, =>00,e, = OR,e; = RO,e, = RR}.

Jezeli wypadnigciu ,,orta” przyporzadkujemy liczbe 1, a wypadnigciu ,,resz-
ki’ liczbg 0, to kazdemu ze zdarzen mozna przyporzadkowac liczbg rzeczy-
wistg bedacg suma liczb 1 oraz 0, a zmienna losowa przyjmie wartosci:

X={1+1),0+0),(0+1),(0+0)} ={2,1,1,0} .

Przyktad 2.1.3
Jezeli przedmiotem badan jest przebieg procesu eksploatacji maszyny,
to przestrzen zdarzen elementarnych moga tworzy¢ stany: pracy oraz posto-
jOW tej maszyny:
E ={e,;, = praca, e,; = postoj} .

Wowczas dwie zmienne losowe X i Y odwzorowuja przebieg tego procesu.
Realizacjami tych zmiennych sg odcinki czasow pracy i postoju maszyny.
Zmienna losowa X przyporzadkowuje zdarzeniom elementarnym e,; ,,praca
pomiedzy postojami” wartosci czasow pracy, a zmienna losowa Y przypo-
rzadkowuje zdarzeniom elementarnym e,, ,,postdj” wartosci czasow postoju
maszyny:

X = {X 15X g 0ee0s Xpjeee f

Y =Y 10 Yinseos Yipoeoe) -

Jezeli zbiér wartoSci, jakie przyjmuje zmienna losowa jest zbiorem prze-
liczalnym, to zmienna ta nazywa si¢ zmienng losowq dyskretng lub zmienng
losowq skokowgq. Jezeli natomiast zbior wartoSci, jakie przyjmuje zmienna
losowa zawiera si¢ w pewnym przedziale liczbowym, to woéwczas zmienna
ta nazywa si¢c zmienng losowq cigglq.

Najczesciej stosowang metoda okreslania prawdopodobienstw przyjmo-
wania przez zmienng losowa réoznych wartosci jest podanie dystrybuanty tej
zmiennej lub rozktadu jej prawdopodobienstwa. Kazda zmienna losowa jest
jednoznacznie charakteryzowana za pomoca dystrybuanty.

Dystrybuanta zmiennej losowej X jest to funkcja zdefiniowana nastepu-
jaco:

F(x)=P(X<x).

Dystrybuanta okres$la prawdopodobienstwo tego, ze zmienna losowa X
przyjmie wartosci mniejsze od danego x, czyli jest to skumulowana warto$¢
prawdopodobienstwa do punktu, w ktorym zmienna losowa X przyjmuje
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warto$¢ X. Stad kazda zmienna losowa jest jednoznacznie charakteryzowana
poprzez jej dystrybuante.
Dystrybuanta posiada nast¢pujace wiasnosci:

0<F(x)<l1,
F(x) jest funkcja niemalejaca,
F(x) jest funkcja co najmniej lewostronnie ciagla,

lim F(x) =0 oraz lir+n F(x)=1.

X—>+00

X—>—00

Zmienna losowa skokowa jest charakteryzowana za pomocag rozkltadu
prawdopodobienstwa, a zmienna losowa ciagla za pomoca funkcji gestosci
prawdopodobienstwa.

b =

2.2. Zmienne losowe skokowe (dyskretne)

Rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej skokowej jest to zbidr
par (x;, pi), gdzie x; sa to wartosci, jakie przyjmuje zmienna losowa X, za$ p;
sa to prawdopodobienstwa, z jakimi warto$ci te sg przyjmowane.

Funkcja rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej skokowej X
przedstawia si¢ nastepujaco:

P(X=x;)=p;,

Sp; =1 i=1,2,..,n.

Funkcja rozktadu prawdopodobienstwa przyporzadkowuje warto§ciom
zmiennej losowej prawdopodobiefnstwo wystapienia tejze wartosci .

A
P(X=x;)

pi

P

-

Pn ]
>
X Xy Xp X

Rys. 2.2.1. Wykres funkcji rozktadu prawdopodobienstwa skokowej
zmiennej losowej

Dystrybuanta zmiennej losowej skokowej X jest to funkcja okreslona
wzorem:
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Fx)= Xp;

X;<x

F(x)

>
>
X1 Xa Xn x

Rys. 2.2.2. Wykres dystrybuanty skokowej zmiennej losowej

Dla zmiennej skokowej X prawdziwe sg wzory:
P(X<x)=F(x),

P(a < X <b)=F(b)-F(a),
P(a <X <b)=F(b)-F(a)+ P(X =b).

Przyktad 2.2.1
Zmienna losowa X przyjmuje wartosci: x; = —1, X, = 1, X3 = 4 odpowiednio
z prawdopodobiefstwami p; = % , Po= % ,p3 = % Wyznaczy¢ dystrybuante
zmiennej losowej X.
Rozwigzanie
0 dlax<-1
+ dla-1<x<1
F(X)= 2pi=41,3_4
Xi<xl g'l'g:g dlal<x<4
1,3.,2_
g+g+g—1 dlax >4
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4/61-

[ Y/ E—

i) -1 0 1 2 3 4 5 X
Rys. 2.2.3. Dystrybuanta zmiennej losowej X

Przyktad 2.2.2

Urna zawiera losy o numerach zakonczonych cyframi 1, 2, 3, 4, 5 w sto-
sunkach odpowiednio jak: 1:4:8:5:2. Niech X bgdzie zmienng losowa
przyjmujacg wartosci rowne ostatniej cyfrze otrzymanego losu. Podaé roz-
ktad tak okreslonej zmiennej losowej oraz obliczy¢ prawdopodobienstwo,
ze zmienna losowa X przyjmie warto$ci pomigdzy 2 i 3, tj. P(2<X<3).

Rozwigzanie
Z podanego w zadaniu stosunku wynika, ze suma wszystkich loséw w urnie
jest wielokrotnoscia liczby 20. Stad do obliczenia prawdopodobienstw wy-
stapienia poszczegélnych wartosci zmiennej losowej X mozna przyjac,
ze minimalna liczba losow w urnie wynosi 20. Wyznaczony na podstawie
klasycznej definicji prawdopodobienstwa, rozklad prawdopodobienstwa
zmiennej losowej X podano w tabeli.

X=X, 1 2 3 4 5
P(X=x,) 1/20 1/5 2/5 1/4 1/10
2 1 1
P2<X<3)=F3)-FQ2)=———=—.
( )=F(3)-F(2) 57373

Przyktad 2.2.3
Uszycie pewnej ilosci spddnic przez jedng krawcowa w ciagu godziny
jest zmienng losowa X o nastepujacym rozktadzie prawdopodobienstwa:

X =x; 2 3 4 5 6 7
p(x;) 0,02 | 0,18 | 0,28 | 0,22 | 0,16 | 0,14
Wyznaczy¢ dystrybuante tej zmiennej oraz narysowac jej wykres.
Rozwiqgzanie
Dystrybuanta zmiennej losowej X ma postac:
X .2 3 4 5 6 7 |

F(X) 0 0,02 | 0,20 | 0,48 | 0,70 | 0,86 1
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F(X)

1 - —_—
09 [
08 [
0,7 —
06 [
05 - .
04
03
02 [ —_

0,1 |

—_—

1 2 3 4 5 6 7 8 x

Rys. 2.2.4. Wykres dystrybuanty skokowej zmiennej losowej X

Przyktad 2.2.4
Sprawdzié, czy zmienna losowa X przyjmujgca wartos$ci x; = -2, X, = 2

z prawdopodobienstwami odpowiednio p; :% 1Py =% jest zmienng loso-

wa skokowg?
Rozwigzanie

Poniewaz p; +pjy = % +% #1, wigc zmienna losowa X nie jest skokowa.

Przykiad 2.2.5
Poda¢ rozktad zmiennej losowej, ktoéra przyjmuje warto$ci rowne sumie
oczek na dwoch kostkach. Obliczy¢ P(5 < X < 8) oraz wykresli¢ dystrybuan-
te tej zmienne;.

Rozwigzanie
Zmienna losowa moze przyjmowac wartosci bedace liczbami naturalnymi
z przedziatu [2, 12]. Obliczmy kolejno prawdopodobienstwa wyrzucenia
dwoma kostkami 2,....,12 oczek, tj. prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen

elementarnych wyrzucenia i (i=1, ..., 6) oczek na kostce A oraz na kostce
B. Podamy sposob obliczania dla wybranych prawdopodobienstw:
11 1

P(X=2)=P(A;-By) = P(A)) P(B))= =,
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P(X=3)=P(A1B2 +A2'B1)=

2
= P(AD: P(B) + P(A2) - P(BY) =
P(X=7)=P(A6 'Bl +A5 'B2 +A4'B3 +
+A3 'B4 +A2 'B5 +A1 'B6):%
k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12
PX=|L|2 |3 |4 |5 |6 |5 |43 |2 L
k) 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
A
P(X=k)
8/36
736
6/36 |-
5136
4/36 |-
3/36 |
2/36 |-
136
. | .
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 K

Rys. 2.2.5. Wykres rozkladu prawdopodobienstwa skokowej zmiennej
losowej X

Fx)
1

32/36
28/36
24/36
20/36
16/36
12/36

8/36

4/36

10/36
—_—
6/36
—

3
136 228
—

1

2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13 14

Rys. 2.2.6. Wykres dystrybuanty skokowej zmiennej losowej X
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Dane do wykreslenia dystrybuanty F(x):

k |.2].3].4].5]..6|.7..8].9]|.10|..11]..12] ...
1| 26|30 | 33 |3 |,
6

L3 |6 |10 | |1Sf) 21
FG) 10 136 136 [36 [ 36 [|36] |36 |36 | 36 | 36 | 36

Prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa przyjmie wartos$ci z przedziatu
(5 £ X <8) wynosi:

P(5<X<®)= % P(X=k)=P(X=5)+P(X=6)+P(X=7)=;—2.
k=5

Przyklad 2.2.6
Zorganizowano nastepujaca gre: rzucamy dwiema kostkami do gry;
jezeli suma oczek jest rowna 2, otrzymujemy 10 zl, jezeli suma oczek
jest rowna 3, otrzymujemy 5 zt. W pozostalych przypadkach placimy
1 z1. Poda¢ rozktad zmiennej losowe;.
Rozwigzanie
Zmienna losowa X przyjmuje wartosci 10, 5, —1 z nastgpujagcymi prawdopo-
dobienstwami:
P(X=10)=1/36, P(X =5) =2/36,
P(X=-1)=1-[P(X=10)+P(X=5)] = 33/36.

K 10 5 1
P(X=k) 1/36 2/36 33/36

Przyktad 2.2.7
Pewna gra polega na rzucie trzema monetami i otrzymaniu wygranej 10 zt
w przypadku wyrzucenia trzech ortow 1 przegraniu 6 zt w pozostatych przy-
padkach. Traktujac wygrang jako zmienng losowg X, poda¢ jej funkcje
prawdopodobienstwa i dystrybuante.

Rozwigzanie
Oznaczamy przez A zdarzenie wygrania 10 zt oraz przez B zdarzenie prze-
grania 6 zl. Prawdopodobienstwa tego, ze zmienna losowa X przyjmie war-
tosci plus 10 (wygrana) lub minus 6 (przegrana) mozna wyznaczy¢ w sposob
podany ponize;j.
Zaktadajac, ze masa monet jest roztozona rownomiernie (monety nie sg fat-
szywe), wyrzucenie ,,orta” oraz ,reszki” realizuje si¢ z takim samym praw-
dopodobienstwem réwnym 0,5. Aby wygra¢ 10 zt nalezy rownoczesnie wy-
rzuci¢ trzy ,,orty”, stad prawdopodobienstwo zajsScia zdarzenia A jest iloczy-
nem prawdopodobienstw, ze na kazdej monecie pojawi si¢ ,,orzel”, stad:
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pay- L1 L
222 8
W pozostatych przypadkach nastepuje przegrana. Stad prawdopodobienstwo

zaj$cia zdarzenia B wynosi:
7
PB)=1-P(A)=—.
8

Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A mozna réwniez wyznaczy¢ korzy-
stajac z klasycznej definicji prawdopodobienstwa Laplace’a.

Przestrzen zdarzen elementarnych sklada sie 2" elementow, tj. 2°, czyli jest
to przestrzen o$mioelementowa. Zdarzenie sprzyjajace wygraniu (uktad
wygrywajacy trzech ,,ortow”) jest tylko jedno.

Stad prawdopodobienstwo zdarzenia A wynosi:

P(A)=é.

Prawdopodobienstwo zaj$cia zdarzenia B wynosi 1 — P(A).
Funkcje rozktadu prawdopodobienstwa zawiera tabela.

X=k -6 10
PX=k) 7/8 1/8
Dystrybuanta ma postac:
X .. —06 10 |
F(x) 0 7/8 1
A
F(x)
1 —
6/81
48k
2/8|-
—=6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 X >

Rys. 2.2.7. Wykres dystrybuanty skokowej zmiennej losowej X
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2.3. Zmienne losowe ciagle

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej ciaglej przed-
stawia si¢ nastepujaco:

o0
[f(x)dx =1

—00

A
fx)

Y

X

Rys. 2.3.1. Wykres funkcji gestosci prawdopodobienstwa cigglej zmiennej
losowej

Dystrybuanta zmiennej losowej ciagtej dana jest wzorem:
P(X < x) = F(x) = j f(x)dx

A
F(x)

—

.

0 X

Rys. 2.3.2. Wykres dystrybuanty ciggtej zmiennej losowej

Prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa X przyjmie wartosci z dowol-
nego przedziatu (a,b) jest rowne polu powierzchni obszaru ograniczonego

wykresem funkcji gestosci, osig OX oraz prostymi x =aix=b.



_ 44—

fx)

_

Rys. 2.3.3. Wykres funkcji gestosci prawdopodobienstwa cigglej zmiennej
losowej X o wartosciach z dowolnego przedziatu <a, b>

P(a<x<b)=P(a<x<b)=Pla<x<b)=P(a<x<b)=

Y

a b ¥

b
F(b)-F(a) = [f(x)dx

Dla zmiennej losowej cigglej X zachodzg zaleznosci (a, b state):
e PX=a)=0,
e P@a<X<b)=P(a<X<b)=F(b)-F(a); a<b,
e P(X<a)=F(a),
e P(X>a)=1-F(a).

Przyktad 2.3.1
Dla jakiej wartosci C funkcja:

0 dlax<0
f(x)= Cx? dla x<x<I
0 dlax>1

jest funkcja gestosci prawdopodobienistwa pewnej zmiennej losowej X.
Rozwigzanie

1

+00 0 1 ) 0 X3 1
[ f(x)dx = [0dx +[Cx“dx+ [0dx =C—| =—
-0 —00 0 1 3 0 3

%Czl stad C = 3.
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fix)

.u|,1 D,Il | 0:3 | 0:5 | u,l? | u,lg R
Rys. 2.3.4. Wykres funkcji gestosci cigglej zmiennej losowej X

Przyktad 2.3.2
Zmienna losowa X podlega rozktadowi wedhug gestosci danej wzorem:

0 dlax<0
f(x)=4Csinx dla OSXS%ﬂ'.

0 dlax > lﬂ'
3
Obliczy¢ stala C. Poda¢ dystrybuante zmiennej losowej X. Obliczy¢
1 1
P(=n<X<—n).
6 4
Rozwigzanie

Statg obliczamy z zaleznosci I f(x)dx =1.

T
= T

+00 0 3 +00 — 1 1
[f(x)dx = [ Odx + [Csinx+ [0dx =—Ccosx|3 :—CE—(—C):EC
— —o0 0 ki
3
1
—C=1->C=2.
2

Dystrybuante wyznaczamy z zalezno$ci:

—00

X X
F(x)= [f(x)dx = [2sinxdx = —2cosx|; =—2cosx +2,
0

stad:
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0 dlax<0
F(x)=<2(1-cosx) dla Ostg-

1 dlax>E
3

Szukane prawdopodobienstwo obliczamy ze wzoru:
T

- s
4 —

P(ESng)z [2sinxdx = —2cos x|4 =—2£+2-§=\/§—\/§.
. n

2
— 6
6

Y
Fi)

Fix)=2{1-cos(x))

Lo
—

-30 0 30 1) o0 ox

Rys. 2.3.5. Wykres dystrybuanty ciggtej zmiennej losowej X

Przyktad 2.3.3
Zmienna losowa X ma gesto$¢ prawdopodobienstwa postaci:
0 dlax <0
f(x)={3x> dla 0<x<1
0 dlax >1
Wyznaczy¢ dystrybuante zmiennej losowej X.
Rozwigzanie

Korzystamy ze wzoru:
P(X < x) =F(x) = jf(x)dx

X X X3 X
F(x)= j3x2dx = 3szdx =3 =x°
0 0 3
0
Ostatecznie:
0 dlax<0
F(x)= x> dla 0<x<1
1 dlax>1
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Fi) l‘

F(x)= %2

240 2040608 1 2 3 4
Rys. 2.3.6. Wykres dystrybuanty ciggtej zmiennej losowej X
Przyktad 2.3.4

Zmienna losowa ciagla X ma gesto$¢ prawdopodobienstwa postaci:
2x dla 0<x<l
f(x)=
0 dla pozostatozh x

Obliczy¢ nastepujace prawdopodobienstwa: a) P(< %X < %) ,b)P(X > %)

Rozwigzanie
1 2 2
a) P(<1X<1): 2de:x2‘3 LRI :ﬁ_izl‘
4 3 13 4 144 144 144

A= — =

1 1 2
b) P(X>%)=IZXdX=X2‘ =12—(£J 123
37 2 2 3 9 9
3
S
2
P(—<x<— 2
P(x>§
0 /4 13

2/3
Rys. 2.3.7. Graficzna prezentacja rozwigzania.
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2.4.Parametry rozkladu zmiennej losowej

Zmienne losowe sg charakteryzowane poprzez parametry klasyczne oraz
pozycyjne.

Wartosci stale, ktore charakteryzuja zmienng losowg i sg obliczane na
podstawie wszystkich warto$ci tej zmiennej, nazywa si¢ parametrami kla-
sycznymi rozkltadu zmiennej losowej X. Do grupy tych parametréw naleza
warto$¢ oczekiwana, odchylenie standardowe oraz wspodtczynnik zmienno-
Sci.

Wartos$ci state charakteryzujace zmienng losowa, ktore sa wyzna-
czane na podstawie jednej lub kilku warto$ci tej zmiennej, nazywa si¢ pa-
rametrami pozycyjnymi rozktadu zmiennej losowej X. Do grupy tych para-
metrow naleza mediana oraz modalna (dominanta).

2.4.1. Parametry klasyczne

Wartosé oczekiwana E(X) (przecietna, $rednia, nadzieja matematyczna)
jest to wartos¢, wokot ktorej skupiajg si¢ realizacje zmiennej losowej, uzy-
skiwane w wyniku wielokrotnie powtarzanego eksperymentu.

Wartos$¢ oczekiwang oblicza si¢ z zaleznoSci:

E(X) = z X; - p; — dla zmiennej losowej skokowej,

i=1
E(X) = jx -f(x)dx — dla zmiennej losowe;j ciagte;j,
gdzie: X, —i-ta warto$¢ zmiennej losowej X,
p; — prawdopodobienstwo wystapienia wartosci X;,
f(x) — funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej X.

Wlasnosci wartosci oczekiwanej:

e istnieje zawsze i zawsze jest jedna,

e warto$¢ oczekiwana statej rowna si¢ tej statej E(C) =C,

e warto$¢ oczekiwana sumy dwoch zmiennych losowych X 1 Y rowna si¢
sumie warto$ci oczekiwanych tych zmiennych:

E(X+Y)=EX)+E(Y),

e warto$¢ iloczynu dwoch niezaleznych zmiennych losowych jest rowna
iloczynowi warto$ci oczekiwanych tych zmiennych:
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EXNY)=EX)-E(),
e stalg mozna wynosi¢ przed znak warto$ci oczekiwanej
E(CNnY)=E(C)-E(Y)=C-E(Y).

Przyktad 2.4.1.1
Obliczy¢ warto$¢ oczekiwang eksperymentu polegajacego na wielokrotnym
rzucie kostka do gry.

Rozwigzanie
Zmienna losowa X moze przyjmowac¢ kazda z warto$ci wynoszacych 1 lub
2, Iub 3, lub 4, Iub 5, lub 6 z tym samym prawdopodobienstwem wynosza-
cym 1/6, jezeli kostka nie jest fatlszywa, tzn. masa kostki jest roztozona row-
nomiernie na wszystkich $ciankach.

= 1 1 1 1 1 1
EX)=) x,'p,=1"—4+2-—+3-—+4-—+5-—+6-—
();“p‘ 6 636 65666
Przyktad 2.4.1.2
Obliczy¢ warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej X o nastgpujacej funkcji
gestosci prawdopodobienstwa:

3l
2

0 dlax<0
f(x)=492x dla0<x<1
0 dlax>1
Rozwigzanie

1
+00 0 1 +00 3
E(X)= [x-f(x)dx = [0dx +]x - 2xdx + _[de=0+2-x? +0=§.
—0 —0 0 1 0
Przyklad 2.4.1.3
Zmienna losowa X przyjmuje nastgpujace wartosci: x, =-1, x, =0,
X, =1. Warto$¢ oczekiwana tej zmiennej wynosi E(X) = 0,1, natomiast
warto$¢ oczekiwana kwadratu zmiennej losowej X wynosi E(X*)=0.9.
Obliczy¢ prawdopodobienstwa p,, p,, p; odpowiadajace mozliwym war-
tosciom Xx,, X,, X, zmiennej losowej X.
Rozwigzanie

Z tresci zadania wynika, Zze mozemy utworzy¢ nastgpujacy uktad trzech
roOwnan:
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p1+p2+ps=1

3
2x;p; =01
1=1

S 2

2 (xi)7-p; =09

1=1

Podstawiajac dane otrzymujemy:
Py +py+p3 =1

(=1):p;+0-py +1:p3=0,1
(-1)* -p; +0% - py +1% -p; =09

Py +Py +p; =1
-pr+p3=0l1
py+p3=09
pr+p, +09-p; =1
-p; +0,9-p,=0,1
p3=09-p

p; =04

p, =01

p; =05

Przyktad 2.4.1.4
Dane sg rozktady niezaleznych zmiennych losowych X1 Y:

X 2 3 5

i

P(X=x,) | 05 | 03 | 02

y, 4 6
P(Y=y,) | 0,75 | 0,25
Rozwiqgzanie

Obliczy¢ warto$¢ oczekiwang kazdej ze zmiennych, E(XY) oraz E(X+Y).

3
E(X):in pi =29,

i=1
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2
E(Y)=)x;p, =45,

i=1
E(X-Y) = E(X)-E(Y) = 13,05,
E(X+Y)=EX)+E(Y)=74.

Wariancja zmiennej losowej X jest miarg rozproszenia kwadratow od-
chylen poszczegdlnych wartosci zmiennej wokot wartosci sredniej. Im wa-
riancja jest mniejsza, tym bardziej warto$ci zmiennej losowej skupiaja si¢
wokot wartosci przecietnej E(X).

Ogolnie wariancja zmiennej losowej X jest okreslona za pomocg jednego
7€ WZOrow:

V(X) = E[X - E(X)]*
lub
V(X)=EX*)-[EX)T,

czyli wariancja réwna si¢ wartosci oczekiwanej kwadratu zmiennej losowej
pomniejszonej o kwadrat wartosci oczekiwanej tej zmienne;.

Wiasnosci wariancji:
e wariancja statej rowna si¢ 0: V(C) =0,
¢ wariancja iloczynu stalej i zmiennej losowej rowna sig:
V(C-X)=C?*-V(X),
e wariancja sumy (réznicy) dwoch niezaleznych zmiennych losowych
roéwna sie:

VXx£Y)=V(X)+V(Y),
gdy X 1Y sg niezalezne.

Wariancje V(X) oblicza si¢ z zaleznoSci:
e dla zmiennej losowej skokowe;j:

wm=§m—amfn

lub
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1 n
V(X) = HZ(X? -p; —E(X))’,
i=1
¢ dla zmiennej losowej ciggle;j:
V(X) = j [x — E(X)]* - f(x)dx

lub
+o0
V(X) = [x*f(x)dx ~[E(X)].
Miarg zmiennosci wartosci zmiennej losowej X jest odchylenie standar-
dowe o obliczane jako pierwiastek z wariancji V(X):

6 =4/V(X) (dla zmiennej losowej skokowej i ciagtej) .

Przyktad 2.4.1.5
W autobusie zgasto §wiatto w momencie, gdy jeden z pasazeréw szukal
biletu. Pasazer miat 10 biletow, w tym 5 biletow po 2,40 zt, 3 po 1,20 zt oraz
2 po 0,60 zt. Pasazer wyciagnat losowo jeden bilet i1 skasowatl go. Jaka jest
warto$¢ oczekiwana jego optaty za przejazd, wariancja oraz odchylenie
standardowe? Przyjmujemy, ze prawdopodobienstwo wyciagni¢cia kazdego
z biletow jest takie samo.

Rozwigzanie
Zdarzeniem losowym jest wyciagni¢cie biletu. Rozpatrywana zmienna lo-
sowa X moze przyjmowaé wartosci odpowiadajagce nominatom biletow,
tj. 2,40 Iub 1,20 lub 0,60 zt.
Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X przedstawia tabela:

x; 2.4 1.2 0.6
b, 0,5 0.3 0.2

Warto$¢ oczekiwana E(X) wynosi:

E(X) = ixi p;=2,4-0,5+12-0,3+0,6-0,2=1,68 zt
Wariancja V(X)ljvynosi:

VOO =LIx, ~ECOF -, -

=[2,4-1,68]*-0,5+[L2—-1,68]* -0,3+[0,6 —1,68]* - 0,2 =0,562.
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Odchylenie standardowe G wynosi:

o =/V(X) =40,562 = 0,75 zt.

Przyktad 2.4.1.6

Obliczy¢ wariancj¢ zmiennej losowej X eksperymentu polegajacego na wie-
lokrotnym rzucie kostka do gry. E(X) = 3,5.
Rozwigzanie

V(X):i(xi ~E(X))* -p; =%[(1—3,5)2 +(2-3,5>+(3-3,5"+
+(4-3,5)2+(5-3,5*+(6-3,5%1=2,92.

Przyktad 2.4.1.7
Dla zmiennej losowej X o funkcji gestosci prawdopodobienstwa podane]

w przyktadzie 2.4.1.2 obliczy¢ wariancje. E(X) = % .
Rozwigzanie
+00 1 2
V(X) = j [x — E(X)]* - f(x)dx = j(x - 5)2 2xdx =
0

—00

‘ 4 4 ‘ (8 [8
=J.(x2 - —X+—)-2xdx =I2x3dx —J-—xzdx +J-—xdx =
: 39 0 3 9

0 0
1

_,. X
4

3

0 0

Przyktad 2.4.1.8
Dla jakiej wartosci a funkcja f(x) jest gestoscia zmiennej losowej X?
0 dlax <1
f(x)=<a-x* dlal<x<2
0 dlax >?2

Znalez¢ dystrybuantg oraz warto$¢ oczekiwana.
Rozwigzanie

Funkcja f(x) jest gestoscia, wigc musza by¢ spelnione warunki:
1. f(x)>0,

2. Tf(x)dx =1.
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Ad. 1. Warunek oczywisty.
2

1 +00 3 2
Ad. 2. J-de+J-a-x2dx+J.0dx=a(X—) = a(
—0 2 3 1

1

23 1

7
——-—)=—a.
3 3) 3

Z wlasnosci funkcji gestosci f(x) wynika, ze: %a =1 = a= % , czyli

0 dlax <1
f(x)= %xz dlal<x<2
0

dlax>2

Dystrybuanta zmiennej losowej X wynosi:

0 dlax <1
F(x) = %(x3 -1) dlal<x<2

1 dlax > 2

Poniewaz:

F(X)= I-f(x)dx = ].%xzdx = j-de +j|(.%x2dx + I.de =
S S o | 2

3 x2 1P
=—(

3 3
-[551 755

)=%(x3—1).

1

Wartos$¢ oczekiwana E(X) wynosi:
+00 2 2

4
E(X)= jxf(x)dx=.|.x‘%xzdx=%.|.x3dx=%‘xj

—o0 1 1

2

1
32t ¢ e
7 4 4 28

Miarg zmiennosci wzglednej zmiennej losowej X jest wspotczynnik
zmienno$ci V, ktory wyraza odchylenie standardowe jako procent wielko-
$ci sredniej (okresla wielko$¢ zmiennosci w stosunku do wielkosci bedacej
przedmiotem pomiardéw):



— 55—

V.o=—2 .100% (dla zmiennej losowej skokowej i ciagtej).

° EX)
Za pomocg wspotczynnika zmiennosci mozna porownywac dysper-
sje kilku zbiorow danych wyrazanych w odmiennych jednostkach miary
(metrach, ztotych, tonach).

Przykltad 2.4.1.9
Obliczy¢ wspotczynnik zmiennosci dla zmiennej losowej X z przyktadu
2.4.1.5.

Rozwigzanie
V. == 100% =272 100% = 44,6% .
E(X) 1,68

Przykltad 2.4.1.10
Wykonano pig¢ pomiarow dlugosci pewnego przedmiotu. Obliczona $rednia
dtugos¢ mierzonego przedmiotu wynosi E(X) =240 cm, a odchylenie stan-
dardowe o tych pomiaréw wynosi 0,2 cm. Obliczy¢ wspotczynnik zmien-
nosci.

Rozwigzanie
v, = S .100%:0;2-100%=0,083%.
E(X) 240

Przyklad 2.4.1.11
Sprawdzi¢, czy funkcja okre§lona ponizszym wzorem jest funkcja gestosci
zmiennej losowej X. Jesli tak wyznaczy¢ dystrybuante, warto$¢ oczekiwana,
odchylenie standardowe oraz wspolczynnik zmiennosci.

0 dlax<0
f(x)=14x> dla0<x<1
0 dlax>1
Rozwigzanie

Funkcja f(x) jest funkcja nieujemna dla kazdego x oraz J-f (x)dx =1.

+00 1 4 1
Obliczamy warto$é catki j 4x3dx = 4 j x3dx = 4 'XT
0

—00

=1.
0
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Poniewaz warto$é ta jest rowna jednosci, funkcja f(x)=4x’jest funkcja
gestosci prawdopodobienstwa.

Dystrybuanta:
0 dax<0
F(x)=4x* dla0<x<1
1 dlax>1
poniewaz F(x) = jf(x)dx - 4jx3dx - 4-"T = x*.
0 0 0
Warto$¢ oczekiwana:
+00 1 5 1
E(X)= Ixf(x)dx=jx-4x3dx=4-x? -08
—© 0 0
Wariancja:
4 2
V(X)=E(X*)-[EX)]* =—-08> =—.
(X) = E(X") - [E(X)] p P
+00 1 0 X6 6 4
Poniewaz: E(X?)= Ixz f(x)dx =J.x2 4x3dx =4Ix5dx =4.? = lub
—o0 0 0 0
VX) = [[x=EOP - f(x)dx =
1 : 1 1
= [x? - axdx - [16x-4x’dx + [ 0,64 4x*dx =
0 0 0
6 5 4
:[4.X__6’4.X_+2,56.X_]|l :i_6’4.l+2,56.l:£ .
6 5 470 6 5 4 75
Odchylenie standardowe & =/ V(x) =1/7—25 =0,163.
Wspotczynnik zmiennosci V, = O . 100% =w-100% =20,4% .

E(X) 0,8
2.4.2. Parametry pozycyjne

Mediana opisuje $rodek zbioru danych. W przypadku nieparzystej liczby
elementéw zbioru jest to warto$¢ elementu srodkowego zbioru danych upo-
rzadkowanych w kolejnosci malejacej lub rosnacej (lub $rednia z wartosci
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dwodch srodkowych elementéw dla parzystej liczby elementdéw). Potozenie
mediany w zbiorze n elementowym wyznacza si¢ ze Wzoru:

n+1l

2
Mediana zawsze istnieje, zawsze jest jedna i nie ulega wplywom warto-
$ci skrajnych.
Mediang M, zmiennej losowej skokowej X nazywamy warto$¢ x spel-
niajaca uktad rownan:

P(XSX)Z% i P(XZX)Z%.

Mediana M, zmiennej losowej ciaglej X jest to taka wartos¢ x, dla ktorej

R 1
spelniona jest rownos¢ F(x) = 3

Modalna (dominanta, moda) jest warto$cig zmiennej losowej wyste-
pujaca z najwicksza czestotliwoscia. Zbior danych moze mie¢ wiecej niz
jedna dominante.

Modalng M, skokowej zmiennej losowej X nazywamy warto$¢ x,

ktorej odpowiada najwigksze prawdopodobienstwo realizacji tej zmienne;j.
Modalna zmiennej losowej cigglej X jest to warto$¢ x, dla ktorej
funkcja gestosci f(x) osiaga warto§¢ maksymalng.

Przyktad 2.4.2.1
Wyznaczy¢ mediane dla zmiennej losowej skokowej X opisujacej rzut kost-
ka do gry.

Rozwigzanie
Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X przedstawia si¢ nastepu-

jaco:

X 1 2 3 4 5 6

1

P(X=x;) | I/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6

Dla zmiennej losowej skokowej X polegajacej na rzucie kostka do gry me-
diana nie jest jednoznaczne okreslona. Mediang jest kazda liczba zawarta
w przedziale domknietym [3, 4], gdyz wtedy spetnione sg nierdwnosci:
P(X<3)=>=1 i P(X23)=2>1
6 2 6 2
oraz

4 1 3 1
P(X<4)=—>— i P(X24)="=—.
X<d)=r>7 1 PX2d) ===
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Przyktad 2.4.2.2
Rozktad zmiennej losowej przedstawia si¢ nastgpujaco:
X 1 2 5
P(X=x;) 0,25 0,5 0,25

Znalez¢ dystrybuantg, warto$¢ oczekiwang, wariancje¢, mediang i modalna.
Rozwigzanie
Dystrybuanta:
0 dlax <1

0,25 dlal<x<2

F(x) =
0,75 dla2<x<5

1 dlax>5

3
Wartos¢ oczekiwana: E(X) = z X;p; =25.
i=1
3
Wariancja: V(X) = Y [x; ~E(X))* - p; =2,25.
i=1

1
Mediana: M, =2 poniewaz P(X < 2) > 5 1 P(X>2) 2% .

Modalna: M =2 poniewaz: P(X=2)=0,5.

2.5. Powtorzenie w przykladach

Zadanie 1

Poda¢ rozklad zmiennej losowej, ktoéra przyjmuje wartosci réwne sumie

oczek na trzech kostkach do gry oraz wykresli¢ dystrybuante tej zmienne;.
Rozwigzanie

Zmienna losowa moze przyjmowac wartosci bedace liczbami naturalnymi

z przedzialu <3,18>. Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwa przyjecia przez

zmienng losowa okreslonej wartosci, tj. wyrzuceniu okreslonej liczby oczek

trzema kostkami.

Przy rzucie trzema kostkami ilo§¢ wszystkich mozliwych uktadow liczb

oczek wyrzuconych na tych kostkach jest rowna:
n“ =6 =216,
gdzie: k — liczba kostek,
n — liczba oczek mozliwych do wyrzucenia jedng kostka.
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Oznaczajac przez m, liczbe mozliwych uktadow, w ktorych suma

oczek rowna

jest x otrzymujemy wyniki umieszczone ponizej w tabeli.

X 3 4 5 6 7 8 9 10
m, 1 3 6 10 15 21 25 27
P(X=x) | 1/216 | 3/216 | 6/216 | 10/216 | 15/216 | 21/216 | 25/216 | 27/216
X 11 12 13 14 15 [ 16 | 17 | 18
m, 27 25 21 15 10 6 3 I
P(X=x) | 27/216 | 25/216 | 21/216 | 15/216 | 10/216 | 6/216 | 3/216 | 11216

Uwaga! Rzucajac réwnoczes$nie trzema kostkami do gry, sumg trzech oczek
otrzymamy tylko wtedy, gdy na kazdej kostce wyrzucimy ,,1”. Taki uktad
jest tylko jeden, stad m, =1. Cztery oczka mozemy uzyska¢ na trzy naste-

pujace sposoby:

Kostkanr 1 | Kostkanr 2 | Kostka nr 3 Suma oczek
1 1 2 4
1 2 1 4
2 1 1 4

stad m, =3 itd.

P(X=x,)

27216
25/216

21216

151216

101216

5/216
3/216
1/216

! ! | | |

>

3

4 5

Rys. 2.5.1. Wykres funkcji
zmiennej losowej X

6 7

8 9 10

112 13

14 15 1

6 17 18

>
X

rozkladu prawdopodobienstwa skokowej
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W celu wykreslenia dystrybuanty obliczamy warto$ci skumulowanego
rawdopodobienstwa:
X 2304 ) .6 T .8 ..9 .10 11
Fx) |0 1/216 | 4/216 | 10/216 | 20/216 |35/216 |56/216 |81/216 108/216

X .12 .13 .14 .15 .16 .17 .18
F(x) 135/216 | 160/216 | 181/216 |196/216 |206/216 |212/216 |215/216

—_ |

Ry

108216~

I
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 13 4 15 16 17 18

Rys. 2.5.2. Wykres dystrybuanty skokowej zmiennej losowej X

X

Zadanie 2

Zysk osiagany przez przedsicbiorstwo P jest zmienng losowg X, ktorej roz-
ktad ma nastgpujaca funkcja gestosci:

0 dlax<0
f(x)=4Cx dla x<x<4
0 dlax>4

1. Obliczy¢ statg C i wykresli¢ funkcje gestosci.
2. Wyznaczy¢ dystrybuante rozktadu.

3. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze przedsigbiorstwo osiagnie zysk od 2
do 4 tysigcy ztotych.

Rozwigzanie
Ad.1. Stalg C obliczamy z wtasnosci:

Tf(x)dx =1
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4

+00 0 4 +0o0 4 X2 16
[ f(x)dx = [ 0dx + [cxdx+ [0dx =[Cxdx=C— =C—=8C;
—00 -0 0 6 0 2 0 2
8C=1- c:%.
Funkcja gestosci ma wige postaé:
0 dlax<0
f(x)= %x dla 0<x<4
0 dlax >4
r fix)
f(x}:éx
2 1 0o 1 2 3 4 5 § x

Rys. 2.5.3. Wykres funkcji gestosci cigglej zmiennej losowej X
Ad.2. Dystrybuantal.

P(X<x)=F(x)= )j(f(x)dx ,

—00
X
F(x)= j'lxdx = sz )
08 16
Ostatecznie posta¢ dystrybuanty jest nastgpujgca:

0 dlax<0
F(x) = %xz dla 0<x<4
1 dlax>4
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Rys. 2.5.4. Wykres dystrybuanty cigglej zmiennej losowej X

Ad. 3
PQ<X<4)=F@4)-FQ)=—4?- 1221 2123
16 16 16 16 4

Zadanie 3
Wyznaczy¢ mediane i modalng zmiennej losowej skokowej X o nastgpuja-
cym rozkladzie:

X, 1 2 3 4
P(X=x,) | 1/8 | 2/8 | 4/8 | 1/8
Rozwigzanie
Mediana M, =3, poniewaz liczba ta spetnia nierownosci:
P(XS3)=Z>l i P(X23):§>l.
8 2 8 2

Z rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej X wynika bezposrednio,
ze M =3, poniewaz ta warto$¢ zmiennej losowej wystepuje z najwigkszym

prawdopodobienstwem. Zatem w rozpatrywanym przykladzieM, =M =3.

Zadanie 4
Funkcja gestosci stazu pracy osob zatrudnionych na kierowniczych stanowi-
skach jest nast¢pujgca:

0 dlax<0
f(x)= ix2 dla0<x<6]lat
72

0 dla x > 61at
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Obliczy¢ warto$¢ oczekiwang stazu pracy, wariancj¢, odchylenie standardo-
we 1 wspotczynnik zmiennosci.

Rozwigzanie
Wartos$¢ oczekiwana wynosi:

' t o 17 1 x*
E(X)zJ.x f(x)dx = J-x —xldx = — [ XPdx=— " =
. y 12 729 2 4,
6* o
=—(——-—)=45.
72(4 )

Przecigtny staz pracy osob Zatrudnlonych na kierowniczym stanowisku wy-
nosi 4,5 roku.
Wariancja V(X) wynosi:

V(X) = E(X?*)-[E(X)]* =21,6-4,5" =1,35,

gdzie:
+00 1 1 6 1 X5 6
E(Xz) = J-Xz f(X)dX = J-X2 '—deX :—J-X4dx - | =
S 72 72 725 0
5 5
=i(6——0—)—L TT70 51, 6lat
725 72 5

Odchylenie standardowe O Wynosi:

o =4/ V(X) =4/1,35 =1,16 lat.

Staz pracy osob na stanowiskach kierowniczych odchyla si¢ Srednio od prze-
cigtnego stazu pracy o 1,16 lat.

=91 100% =210 1009 = 25,8%.
7 E(X) 4,50
Srednie odchylenie stanowi 25,8% przecigtnego stazu pracy.
Zadanie 5
Dany jest rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X
Xj -2 0 3 5
pi C 0,2 0,3 0,1

Wyznaczy¢ c, dystrybuante i jej wykres, warto$¢ oczekiwana, odchylenie
standardowe.
Rozwigzanie

4
Z:pi =1 stad c=0,4.

i=1
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0 dlax<-=2
0,4 dla-2<x<0
F(x)=40,6 dla 0<x<3
0,9 dla3<x<5
1 X>5

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 X

Rys.2.5.5. Wykres dystrybuanty

4
E(X)=)x;-p; =06.

i=1

4
V(X) =D (x; —E(X))* -p; = 6,44.

i=1
c=4V(X)=2,54.
Zadanie 6

Zbadano 100 gospodarstw domowych ze wzgledu na liczbe os6b w gospo-
darstwie. Wyniki badania przedstawiono w szeregu punktowym.

Liczba 0s6b w gospodarstwie domowym | Liczba gospodarstw
X n;

15

20

30

25

6

4

Razem 100

AN DN kW~
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Niech zmienna losowa X oznacza liczbg 0sob w gospodarstwie domowym.
Wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwang tej zmiennej losowe;.

Rozwigzanie
Zmienna losowa X przyjmuje wartosci x;, i=1,...,6 z prawdopodobienstwem

p; =%. Funkcj¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej X przedstawia

tabela

1 1 2 3 4 5 6
pi 0,15 0,20 0,30 0,25 0,06 0,04

A zatem:
6
EX)= >x;p;=10,5+20,2+30,3+40,25+50,06+60,04=2,99.
i=1

Zauwazmy, ze wzOr na warto$¢ oczekiwang przybiera postac:

6 6 n, 18
2Xipi = XX =—2Xin;,
i=1 i=l 0 Nij=
a wiec warto$¢ oczekiwana jest rowna $redniej wazonej wariantow zmiennej
X ($redniej arytmetycznej wszystkich danych statystycznych).

Zadanie 7
Wyznaczy¢ funkcje gestosci prawdopodobienstwa wiedzac, ze jej dystrybu-
ante przedstawia wzor:

0 dla x<1
F(x)={x?-2x+1 dla 1<x<2
1 dla x2>2

Rozwigzanie
0 dla x«<l1
f(x)=F(x)=92x-2 dla 1<x<2
0 dla x2>2
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1 2
Rys.2.5.6. Wykres funkcji gestosci

Funkcja f(x) jest funkcja gestosci, poniewaz:
1) f(x) >0 (co wida¢ na rysunku),
2

2 x2 ) 2
2) [(x-2dxg 22| =x —2XL =1.
1

1



ROZDZIAL 111
WYBRANE ROZKEADY ZMIENNEJ LOSOWEJ

3.1. Rozklady skokowej zmiennej losowej

Rozktad skokowej zmiennej losowej X jest znany, jezeli okreslone sg
prawdopodobienstwa p;, z jakimi zmienna ta przyjmuje poszczegdlne warto-
Sci, czyli gdy znany jest zbior par (X;,p;). Wartosci x; przyjmowane przez
skokowa zmienng losowg X nazywamy punktami skokowymi, a prawdopo-
dobienstwa p, skokami tej zmiennej. Funkcje, ktora przyporzadkowuje

realizacjom skokowej zmiennej losowej X, odpowiadajgce im prawdopodo-
bienstwa, nazywamy rozkladem prawdopodobienstwa zmiennej losowej X.
Rozktad prawdopodobienstwa skokowej zmiennej losowej mozna przedsta-
wi¢ za pomocg wzoru, tabeli lub wykresu.

3.1.1. Rozklad zero-jedynkowy

Zmienna losowa przyjmujgca tylko dwie wartosci, ktérym mozemy
przyporzadkowaé cyfry zero oraz jeden nazywa si¢ zmienng zero-
jedynkowa. Doswiadczenie polegajace na rzucie moneta mozna opisaé
zmienng losowa zero-jedynkowa, przyjmujac za sukces wyrzucenie ,,orta”,
ktéoremu to zdarzeniu przypiszemy liczbe ,,jeden” oraz przyjmujac za poraz-
ke wyrzucenie ,,reszki” i przypisujac temu zdarzeniu liczbg ,,zero”.

Zmienna losowa X ma rozktad zero-jedynkowy, jesli jej funkcja rozkta-
du prawdopodobienstwa okreslona jest wzorem:

P(X=1)=p,
P(X=0)=q,
p+q=1.

gdzie: p — sukces, q — porazka.

W przypadku rzutu moneta niefatszywa (ktorej masa jest rownomiernie
roztozona na obu powierzchniach) rozklad zmiennej losowej zero-
jedynkowej ma postac:

PX=1)=0,5,
P(X=0)=0,5,
co graficznie mozna przedstawi¢ nastepujaco:
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p(X=x;)

0,5

0 1 X
Rys. 3.1.1.1. Rozklad zmiennej losowej zero-jedynkowej opisujgcej rzut
monetq

Dystrybuanta rozktadu zero-jedynkowego ma postac:

0 dlax<0
F(x)=4q dla0<x<I.
1 dlax>1

Wartos¢ oczekiwana jest rowna prawdopodobienstwu sukcesu p:

E(X)=>x,-p;=l'p+0-q=p.

i=1

Wariancja jest rowna:
V(X) =2 x!-p; ~[EX)])" =
i=1

=1’ p+0°-q-p*=p-p° =p(l-p)=p-q.
Odchylenie standardowe wynosi:

6=+V(X)=4p-q.

3.1.2. Rozklad dwumianowy

W wielu praktycznych zagadnieniach nalezy okresli¢ prawdopodobien-
stwo kilkakrotnego zaj$cia zdarzenia w wielokrotnie powtarzanym ekspery-
mencie, gdy zdarzenie to zachodzi ze statym prawdopodobienstwem sukcesu
oraz porazki. Eksperyment taki nosi nazwe schematu Bernoulliego.

Jezeli pewne zdarzenie zachodzi wielokrotnie (k razy) w okreslonej licz-
bie n>2 niezaleznych doswiadczen (tj. takich, ze wynik poprzedniego do-
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swiadczenia nie wpltywa na wynik nast¢gpnego), ze statym prawdopodobien-
stwem sukcesu p, wtedy zmienna losowa opisujaca to zdarzenie ma rozktad
prawdopodobienstwa dwumianowy, nazywany tez rozkladem Bernoulliego.
Rozktad dwumianowy moze mie¢ zastosowanie mi¢dzy innymi w badaniach
sympatii politycznych obywateli, jezeli chcemy okresli¢ prawdopodobien-
stwo tego, ze z proby liczacej n wyborcow k osob poprze kandydata danej
partii lub, ze na 50 wystanych ankiet badawczych otrzymamy 35 odpowie-
dzi.

Zmienna losowa X ma rozktad dwumianowy, jesli jej funkcja roz-
ktadu prawdopodobienstwa okreslona jest nast¢pujaco:

I%X:k):(;)pkwf*;k:OJlﬁw”n

n) n!
k) kl(n-k)’

przy czym: n!=1-2-3-...,n; 0!=1; p+q =1,

gdzie: n - liczba do$wiadczen,
k — liczba doswiadczen zakonczonych sukcesem,
p — prawdopodobienstwo sukcesu,
q — prawdopodobienstwo porazki.

Posta¢ funkcji rozktadu dwumianowego zalezy od liczby n oraz prawdo-
podobienstwa sukcesu p. Jezeli p=q=0,5 rozktad jest symetryczny. Dla
p # q rozklad ten jest asymetryczny, przy czym: dla p < 0,5 rozktad jest pra-
wostronnie asymetryczny, a dla p > 0,5 lewostronnie asymetryczny.

p(X=x;)
3/8

2/8

1/8

0 1 2 3 x
Rys. 3.1.2.1. Wykres rozktadu prawdopodobienstwa dla p = 0,5; k = 3
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Dystrybuantg rozktadu dwumianowego oblicza si¢ z zalezno$ci:

F(x) = z@jpk _qnfk.
k<x
Wartos$¢ oczekiwana wynosi:
E(X)=n-p.
Wariancja jest rowna iloczynowi:
V(X)=n-p-q.

Przyktad 3.1.2.1

Prawdopodobienstwo trafienia do celu w jednym strzale wynosi % Strzelec

oddat niezaleznie 4 strzaly. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze cel zostat
trafiony:

a) jedenraz, b) ani razu,
€) co najmniej raz, d) co najwyzej raz.
Rozwigzanie

Sukcesem jest trafienie do celu w jednym strzale, a X jest zmienng losowa
oznaczajaca liczbg celnych sposrod 4 strzatow. Zmienna losowa ma rozktad

dwumianowy z parametrami: n=41ip = % ,stad q=

4 3
a) P(X=1)= (ZML) _g. 2 L8 18 60088,
1)\3)\3 333 327 8l

4\ 2\ (1y? 11
b) PX=0)=| ||Z] [2] =1-1-—=——=0,0093.
0)13) 3 34108

©) PX21)=1-P(X<1)=1-PX=0)=1-0,0093 =0,9907.
d) (X<1)=P(X=1)+P(X=1)=0,0093 +0,0988 = 0,1081.

Przyktad 3.1.2.2
Prawdopodobienstwo, ze statystyczny student nie jest przygotowany do ¢wi-

czen wynosi % Obliczy¢ prawdopodobienstwo P(X = 3), ze wsrod czterech

0s6b wywotanych do odpowiedzi trzy sg nieprzygotowane do ¢wiczen.
Rozwigzanie

1
Zmienna losowa ma rozktad dwumianowy: n=4, k=3, p = g ,q=

P(X=k)=@-pk q",

5 .
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px =3[ .(1)3.(3j4_3_i.L.2_§
3)\3 3 341 27 3 81

Przyktad 3.1.2.3
Wiadomo, ze 1% skrzynek banandéw psuje si¢ w czasie transportu.
Z transportu w sposob losowy wybrano 3 skrzynki. Niech X oznacza liczbe
skrzynek z zepsutymi bananami sposrod trzech wybranych. Znalez¢ rozktad
prawdopodobienstwa zmiennej losowej X.

Rozwigzanie
Zmienna losowa ma rozktad dwumianowy n=3, k=0,1,2,3, p=0,01l,

q=0,99.

n

p(XZk)Zij.pk.qn—k’
3 0 3 3

P(X=0)= 0 -0,017-0,99° =1-1-0,99° =0,970299,
3 1 2 2

P(X=1)= | -0,01' -0,99° =3-0,01-0,99° =0,029403,
3 2 1 1

P(X=2)= 5 -0,017-0,99° =3-0,0001-0,99" =0,000297,
3 3 0 0

P(X=3)= 3 -0,01°-0,99" =1-0,0001-0,9" =0,000001 .

3.1.3. Rozklad Poissona

Rozktad Poissona jest szczegdlnym przypadkiem rozktadu dwumiano-
wego, zachodzacym wtedy, gdy prawdopodobienstwo p sukcesu jest mate,
a liczba realizacji n na tyle duza, ze n- p =1 jest wielkoscig stalg. Przyjmu-
je si¢, ze zmienna losowa ma rozktad Poissona wtedy, gdy n >100
i p<0,2. Rozklad ten dobrze opisuje doswiadczenia losowe (eksperymen-
ty), w ktorych obserwujemy duzg seri¢ zdarzen, zachodzacych z matym
prawdopodobienstwem sukcesu w pojedynczych obserwacjach, np. przy
statystycznej kontroli jakoSci produkc;ji.
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Zmienna losowa ma rozktad Poissona, jesli jej rozktad prawdopodobien-
stwa okreslony jest wzorem:

o
P(sz)za-e b k=0,1,23,...... ;A=n-p;e~27.
Dystrybuante rozktadu Poissona oblicza si¢ z zalezno$ci:
A
F(x)= Y = .
k<x k!
Warto$¢ oczekiwana E(X) jest rowna wariancji i wynosi:
E(X)=V(X)=A.
A Fooh
POXk) L
08 F
- —e
07 F
- )
06
05 F e
05
04
03 F I
02 F i
01 F I
I 01 F
o 1 2 3 X 0 1 2 3 4 X

Rys. 3.1.3.1. Wykres rozkiadu prawdopodobienstwa i dystrybuanty dla
A=05k=0123

Przyktad 3.1.3.1
W pewnym przedsigbiorstwie zaobserwowano, ze w ciggu miesigca zdarzaja
si¢ srednio dwa wypadki i Zze rozktad liczby wypadkow moze by¢ opisany
za pomocg rozktadu Poissona. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze:
a) nie bedzie wypadkdw,
b) liczba wypadkow nie przekroczy dwoch.

Rozwigzanie
Oznaczamy przez X zmienng losowa, ktéra oznacza liczbe wypadkow
w losowo wybranym miesigcu i moze przyjmowac wartosci 0,1,2,3,......
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a) nie bedzie wypadkow (k = 0); przypomnijmy, ze 0! = 1.
k 0
PX=k)= " e =2
k! 0!

b) liczba wypadkdw nie przekroczy dwoch k < 2
P(k<2)=P(k=0)+Pk=1)+P(k=2)=

0 1 2
IS e +%-e2 =0,675

.62 =0,135.

Przykiad 3.1.3.2
Prawdopodobienstwo, ze produkt poddawany probie nie wytrzyma tej proby
wynosi 0,02. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wsrdod 250 takich produk-
tow trzy nie wytrzymaja proby.

Rozwigzanie
Oznaczamy przez X zmienng losows, ktéra okresla liczbe produktéw nie
wytrzymujacych proby. Intensywno$¢ uszkodzen produktow w czasie prob
wynosi: A=n-p=250-0,02=5.
Prawdopodobienstwo, ze uszkodzg si¢ trzy produkty wynosi:

k 3
P(X =3) =7“—-e*x R =0,145.

k! 3!

3.2. Rozklady ciaglej zmiennej losowej
Rozktad cigglej zmiennej losowej X opisuje funkcja gestosci prawdopo-

dobienstwa f(x), okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych, o nastgpujacych
wiasno$ciach:

b
jf(x)dx =P(a < X <b) dla dowolnycha<b,

F(x) = jff(x)dx =P(X<x)>0.

Oznacza to, ze gdy znana jest posta¢ funkcji f(x), to dla ciaglej zmienne;j
losowej X mozna wyznaczy¢ prawdopodobienstwo, z jakim zmienna ta
przyjmuje dowolng wartos¢ x ze zbioru liczb rzeczywistych.
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3.2.1. Rozklad jednostajny

Zmienna losowa X ma rozktad jednostajny (prostokatny, rownomierny)
w przedziale [a, b], jezeli funkcja gestosci prawdopodobienstwa tej zmiennej
ma nastepujacg postac:
0 dla x<a
f(x)= b; dla a<x<b.

0 dla x>b

Dystrybuanta zmiennej losowej o jednostajnej funkcji ggstosci prawdo-
podobienstwa ma postac:

0 dla x<a
X738 qla a<x<b.

1 dla x>b

F(x)=

Wykresy funkcji gestosci prawdopodobienstwa i dystrybuanty przedsta-
wiono na rysunku 3.2.1.1.

A A
J& F(v)
1| _ Lk
b-a
a b x> a b ?

Rys. 3.2.1.1. Wykres funkcji gestosci prawdopodobienstwa i dystrybuanty
dla rozkladu jednostajnego
Wartos$¢ oczekiwana, wariancja i mediana wynosza:

b b>-a’> a+b
[xdx = =
b-a; 2(b—a) 2

b

b
E(X)zjx-de=
. b-a
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2
V(X) = EX)? ~[EP =[x Ora
» b-a 4
_ 1 X" (b+a)’ _b’-a’ (b+a)’ (b-a)’
“b-a 3| 4  3(b-a) 4 12

a+b

M, = (jest to warto$¢ x, dla ktorej dystrybuanta ma wartos¢ 0,5).

Zmienna ta nie ma modalnej, poniewaz funkcja gestosci nie ma maksimum.

Przyktad 3.2.1.1
Zmienna losowa opisujaca okres oczekiwania na wykonanie prototypu pew-
nego urzadzenia ma rozktad jednostajny. Wyznaczy¢ funkcje gestosci praw-
dopodobienstwa oraz parametry rozktadu tej zmiennej dla okresu oczekiwa-
nia od szes$ciu do dwunastu miesigcy.

Rozwigzanie
Funkcja gestosci prawdopodobienstwa ma postaé:

0 dla x<6
f(x)= é dla 6<x<12.
0 dla x>12
Dystrybuanta ma postac:

0 dla x<6
X_

F(x)= 66 dla 6<x<12.

1 dla x>12

Wartos¢ oczekiwana, odchylenie standardowe oraz mediana wynoszg:
E(X)=a+b :6+12 _9.
2 2
2 2

G:\/(b—a) 2\/(12—6) .

12 12
M, = a+b _ 6+12 _9g.

2 2

Sredni czas oczekiwania na wykonanie prototypu wynosi 9 miesiecy. Jest
to rOwniez najczesciej wystepujacy czas oczekiwania na wykonanie prototy-
pu. Odchylenie standardowe od $redniego czasu oczekiwania na wykonanie
prototypu wynosi okoto 1,73 miesigca.
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3.2.2. Rozklad normalny

Wsréd rozktadéw prawdopodobienstwa ciggltych zmiennych losowych
najwicksze znaczenie w statystyce ma rozklad normalny (Gaussa-
Laplace’a). Rozklad ten ma najszersze zastosowanie praktyczne, poniewaz
wiele cech statystycznych charakteryzuje rozktad normalny lub mozna je
opisa¢ za pomoca tego rozktadu, aproksymujgc inne rozktady prawdopodo-
bienstwa, gdy rzeczywisty rozktad cechy jest znany, ale obliczenia wedlug
rzeczywistego rozktadu sg ucigzliwe. Istotng cechg rozktadu normalnego jest
to, ze rdbwnanie matematyczne rozktadu pozwala okresli¢ prawdopodobien-
stwo zaistnienia danego zdarzenia jako pole pod krzywg pomi¢dzy dwoma
punktami na osi poziomej (zdarzen), gdy znana jest warto$¢ $rednia m oraz
odchylenie standardowe o . Dalsze udogodnienie polega na tym, ze warto$ci
tego pola dla réznych wartosci §rednich i odchylenia standardowego sa po-
dawane w tablicach statystycznych.

Zmienna losowa X ma rozklad normalny z parametrami m i G,
co oznaczamy N(m, o), jesli jej funkcja gestosci jest okreslona wzorem:

7(x7m)2

f(x)= e 20" ;dla X €(—00,+0).

oV2m

Wykres rozktadu normalnego ma ksztatlt dzwonu, symetrycznego wokot
warto$ci $redniej, ktorego ramiona zblizajg si¢ asymptotycznie do osi po-
ziomej w obu kierunkach, tj. od —oo do + 0.

fix)

L.
-

X

Rys. 3.2.2.1. Wykres funkcji gestosci prawdopodobienstwa dla rozktadu
normalnego

Wtasnosci funkcji f(x):
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Jest symetryczna wzgledem prostej X =m, co znaczy, ze spelniona jest
zaleznos¢:
P(X>m)=P(X<m)=0,5.
W punkcie m osigga warto$¢ maksymalnag, ktora wynosi:

1

21

f(m) =

Prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa X przyjmie wartosci z przedziatu
[m — 30, m + 3G] jest w przyblizeniu rowne 1.

Warto$¢ odchylenia standardowego o decyduje o skupieniu wartosci
zmiennej losowej wokot jej sredniej. Im mniejsza warto§¢ o, tym wartosci
zmiennej losowej ukladaja si¢ blizej wartosci $redniej. Wykres funkcji roz-
ktadu prawdopodobienstwa dla réoznych warto$ci odchylenia standardowego
o przedstawiono na rysunku 3.2.2.2.

A

fix)

Rys. 3.2.2.2. Wykresy funkcji rozktadu prawdopodobienstwa dla przypad-
kow N(1,1), N(1,2) oraz N(1,0,5)

Dystrybuante rozktadu normalnego zmiennej losowej X oblicza si¢
z zaleznosci:

_(x-m)?

1 T 2
F(x)= e 2 dx.
o 275'[0

Pozostale charakterystyki liczbowe dla rozktadu normalnego zmiennej
losowej wynosza:
e wartos¢ $rednia: E(X) =m,
e wariancja: V(X) =07,
e mediana: M, =m,

e modalna:M_ =m.



— 78 —

Standaryzowana zmienna losowa U
Standaryzowang zmienng losowa U otrzymuje si¢ z przeksztatcenia
zmienne] losowej X o normalnym rozkladzie prawdopodobienstwa,
W nastepujacy sposob:
U:X—m,
c

ktorej funkcja gestosci ma nastepujacg postac:
u2

f(u)= L-6_7; u € (—0,+0),

NP

o0 nastepujacych parametrach N(0, 1).

A
fiw)

Rys. 3.2.2.3. Wykres funkcji gestosci prawdopodobienstwa dla rozktadu
normalnego standaryzowanego

Dystrybuanta zmiennej losowej U ma postac:

F(u) = —— jezdu.

Wartoséci dystrybuanty F(u)sa podawane w tablicach statystycznych,
przy czym najczesciej podawana jest warto$¢ dystrybuanty w postaci skro-
conej w formie nastepujacej funkcji:

t2
1% —
[e 2du,
Y, 21 0

ktora okreslona jest tylko dla dodatnich wartos$ci u.

d(u)=
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Graficznie warto$¢ funkcji ®(u) mozna przedstawi¢ w postaci pola pod
krzywa funkcji gestosci dla 0 <t <u.

f(u)
O (u)

u u

Rys. 3.2.2.4. Wykres funkcji gestosci prawdopodobienstwa dla rozktadu
normalnego standaryzowanego

Wartos$ci prawdopodobienstw, ze zmienna losowa U przyjmie konkretng
warto$¢ obliczamy korzystajac z tego, ze funkcja f(u)jest symetryczna

wzgledem prostej przechodzacej przez punkt u = 0 i pole pod krzywa gesto-
sci prawdopodobienstwa jest rowne 1, wowczas:

P(U<+u)=0,5+d(u),

P(U > +u)=0,5-®(u),

PU<-u)=0,5-®(u),

P(U>-u)=0,5+d(u).

fie)

Rys. 3.2.2.5. Wykres dla P(U > u)
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flwy

ol
u, u
Rys. 3.2.2.6. Wykres dla P(U < u)
A
P
-y u >
Rys. 3.2.2.7. Wykres dla P(U > -u)
A fw
/
.
-t u >

Rys. 3.2.2.8. Wykres dla P(U < -u)

Tablice funkcji ®(u) sa wykorzystywane do obliczania prawdopodo-
bienstw dla zmiennych losowych o rozktadzie normalnym z dowolnymi
parametrami, gdyz kazdg zmienng losowa o normalnym rozktadzie prawdo-
podobienstwa mozna sprowadzi¢ do zmiennej losowej o standaryzowanym
rozktadzie N(0, 1).

Dla zmiennej losowej standaryzowanej U przedziat [m —3c, m + 30 ]
jest nastepujacy: [-3, +3], poniewazz. m=0,a o = 1.
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Przyktad 3.2.2.1
Zmienna losowa X podlega rozktadowi N(5, 2). Obliczy¢ prawdopodobien-
stwo P(X < 3,6). Wynik zaznaczy¢ na wykresie.

Rozwigzanie
Obliczamy warto$¢ zmiennej losowej standaryzowanej u dla m=15 oraz
o =2
X-m _ 36-5

c 2

Odczytujemy z tablic statystycznych wartos¢ dystrybuanty standaryzowane-

go rozktadu normalnego dla u = 0,7:
P(X<3,6)=P(U<-0,7)=0,5—-®(0,7)=0,5—-0,2580=0,2420.

A

u —0,7.

fl)

+

- T

L.
-

-0, 7 i
Rys. 3.2.2.9. Obszar pod krzywq rozktadu normalnego dla P(X < 3,6)

Przyktad 3.2.2.2
Czas oczekiwania tirOw na odprawe na przej$ciu granicznym (w godzinach)
jest zmienng losowa X o rozkladzie normalnym N(8,2). Obliczy¢ prawdopo-
dobienstwo oczekiwania:
a) mniej niz 5 godzin,
b) od 6 do 9 godzin,
c) powyzej 10 godzin.

Rozwigzanie

X-8 5-8

a) P(X<5)= P(T < T) =P(U<-15)=0(-15)=1-dO(1,5) =

1—(0,5+0,4332) = 1 — 0,7332 = 0,0668 (6,7%).

Okoto 6,7% tirow oczekuje na odprawe mniej niz 5 godzin.

b) P(6SXS9)=P(%SXS%)=P(—1SUSO,S):QD(O,S)—CD(I):
®(0,5)+d(1)—1=(0,5+0,1515) + (0,5 +3413) -1 = 0,1515+0,3413=
=0,5328 (53,28%).

Okoto 53,28% tirow oczekuje na odprawe od 6 do 9 godzin.
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0) P(X>10)=P(XT_8>¥)=P(U>1)=1—CD(1)=

=1-0,8413 =0,1587 (15,87%).
Okoto 15,87% tirow oczekuje na odprawe ponad 10 godzin.

BG= X <0

TN

TN
\

o \P(XHEI)

5 6 9 10 g

Rys. 3.2.2.10. Graficzna prezentacja rozwigzania

Przyktad 3.2.2.3
Dhugos¢ pewnego detalu jest zmienng losowa X o rozktadzie N(10 cm; 0,5

cm). Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze dlugos¢ detalu zawiera si¢ miedzy
9,7cma 10,2 cm.

Rozwigzanie

9,7-10 10,2-10
<X<
0,5 0,5

®(0,4) - D(-0,6) = D(0,4) —-[1 - D(0,6)] = D(0,4) + D(0,6) -1 =
=0,6554 +0,7257-1=0,3811.

P(9,7 <X <10,2) = P(

)=P(=0,6 < U <0,4) =

Przyktad 3.2.2.4

Zmienna losowa X ma rozklad normalny N(0, 1). Obliczy¢ prawdopodo-
bienstwa:

a) P(X <-2),

b) P(-2 <X <3),

c) P(X>3).
Rozwigzanie

a) PX<-2)= O(-2)=1-D(2)=1-(0,5+0,4772) =1-0,9772 =0,0228 .

b) P(-2<X>3)=0@B)-D(-2)=D3)+D(2)-1=(0,5+0,4987) +
(0,5+0,772)-1=0,4987+0,4772 =0,9759 .

¢) P(X23)=1-P(x<3)=1-®d(3)=1-(0,5+0,4987)=1-9987=0,013.
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Przyktad 3.2.2.5
Zmienna losowa X ma w populacji rozklad N(m, 40). Znalez¢ m wiedzac, ze
P(X <100) =0,7734.
Rozwigzanie
Warto$¢ $rednig m rozktadu normalnego obliczamy z przeksztatcenia zalez-
no$ci na zmienng losowg standaryzowang do postacii m=X—-u-G.
Poniewaz:

P(X <100)=0,7734=0,5+0,2734=0,5+ ®(u).

Warto$¢ u odczytujemy z tablicy dystrybuanty rozktadu normalnego dla
®(u) =0,2734 i otrzymujemy: u=0,75.
Stad m=X-u-c=100-0,75-40="70.

3.2.3. Rozklad wykladniczy

Zmienna losowa X ma wyktadniczy rozklad prawdopodobienstwa z pa-
rametrem A, jezeli jej funkcja gesto$ci prawdopodobienstwa ma postaé:

f(x) 0 dl
X) = a
A-e ™

gdzie: A —$rednia intensywnosc.
Dystrybuanta zmiennej losowej X ma postac:

x<0

x>0

x<0
x>0

F(x) 0 dl
X)= a
l—e™*

Wartos$¢ oczekiwana, wariancja oraz mediana wynosza:

1
E(X)=—,
(X) x

1
V(X)=7\‘—2,

Me:_an,S.

A

Rozktad wykladniczy znajduje gldéwnie zastosowanie do oceny nieza-
wodnosci obiektow technicznych. Celowi temu stuzy funkcja niezawodnosci
R(t), ktora okresla prawdopodobienstwo tego, ze czas T bezawaryjnej pracy
obiektu nie bedzie krdtszy niz zalozona warto$¢ czasu t.
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R(t)=P(T>t)=1-P(T<1t).
Stad dla rozktadu wyktadniczego mamy:
R(t)=1-F(t)=1-(1-e*")=e™".

Wykresy funkcji gestosci prawdopodobienstwa i dystrybuanty przedsta-
wiono na rysunku 3.2.3.1.

fOAN Foo A

N,
>

~VY

t

Rys. 3.2.3.1. Wykres funkcji gestosci prawdopodobienstwa i dystrybuanty
dla rozktadu wyktadniczego

Przyktad 3.2.3.1
Na podstawie analizy dokumentacji eksploatacyjnej stwierdzono, ze czas
bezawaryjnej pracy komputerow w pewnej pracowni komputerowej wynosit
srednio 200 godzin, oraz ze rozktad zmiennej losowej opisujacej czas pracy
komputeréw pomiedzy kolejnymi awariami najbardziej zblizony jest do
rozktadu wyktadniczego. Wyznaczy¢ funkcje gestosci prawdopodobienstwa,
dystrybuante, prawdopodobienstwo, ze czas pracy komputera nie bedzie
krotszy niz 100 godzin oraz podstawowe parametry rozktadu.

Rozwigzanie
Warto$¢ oczekiwana czasu pracy komputera wynosi E(X) = 200 godzin.
Parametr A oznaczajacy intensywno$¢ uszkodzen wynosi:

1 1
=——=—-=0,005.
E(X) 200
Funkcja gestosci prawdopodobienstwa oraz dystrybuanta wynosza:

0 x<0
f(x)= dla ,
0 {o,oos-e—‘“’“x x20
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0 x<0
F(x) = dla .
) {1 —e 00 x>0
Prawdopodobienstwo bezawaryjnej pracy komputera w czasie 100 go-
dzin wynosi: R(t)=e ™' =10 = ¢ = 06.
1 1
Wariancja osi: V(X)=—=—--—-=4000.
ja wyn (X) 22 = 0,005
M :_ln0,5 :_an,S _1368.

¢ A 0,005
3.2.4. Rozklad %’ (chi kwadrat)

Jezeli zmienne X,,X,,...,X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi
o rozktadzie normalnym N(0,1) dla i = 1,2,..., k, to suma kwadratéw tych
zmiennych X12 +X§+,...,+Xi jest ciagla zmienng losowsa o rozktadzie
chi-kwadrat xz z n = k stopniami swobody. Funkcja gestos$ci prawdopodo-
bienstwa tej zmiennej ma postac:
0 x<0
f(x) = 1 L 05l 0.5 dla
2% .T(0,5n) x>0

gdzie:

(r) = jxr‘l e dx.
0

Posta¢ funkcji gestosci rozktadu X2 zalezy od liczby stopni swobody n.

Dla matych wartosci n rozktad jest silnie asymetryczny. Ze wzrostem liczby
stopni swobody rozktad jest bardziej symetryczny, zblizony do rozkladu
normalnego.
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X

Rys. 3.2.4.1. Wykres funkcji gestosci rozktadu X2 on =1, 2, 3 stopniach
swobody

Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej o rozktadzie 3> wy-
nosza: E(xz) =n, V(Xz) =2n.

Z uwagi na problemy rachunkowe powstajgce przy wyznaczaniu warto-
Sci funkcji gestosci rozktadu 7y * opracowano tabele, z ktorych dla okreslone;
liczby stopni swobody n <30oraz okreslonego prawdopodobienstwa o
odczytuje si¢ wartosé xi , dla ktorej spetniony jest warunek:

P(x: zyl)=o.

Wiasciwos¢ ta wykorzystywana jest przy wnioskowaniu statystycznym
podczas wyznaczania przedziatow ufnos$ci, testowaniu i weryfikacji hipotez
statystycznych.

Jezeli liczba stopni swobody przekracza 30, wowczas nalezy korzystaé

z rozktadu zmiennej losowej /2 %2 , majacej rozktad zblizony do rozktadu
normalnego o parametrach N(+/2n —1,1).

Przyktad 3.2.4.1
Wiedzac, ze zmienna losowa X ma rozktad chi-kwadrat z trzema stopniami

swobody (X§ ) obliczy¢:
a) prawdopodobienstwa: P(X > 0,584) 1 P(X < 4,642),
b) wartosci x, zmiennej losowej X dla przyjetej wartosci o :
P(X<x,)=0801iP(X>x,)=0,05.
Rozwigzanie
a) wartos¢ prawdopodobiefistwa P(X > 0,584) = P(y3 > 0,584) odczytu-
jemy bezposrednio z tabeli rozktadu. W wierszu dla trzech stopni swobody
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nalezy odnalez¢ wartos¢ X§ = 0,584. Z gtéwki kolumny, w ktérej wystepuje
warto$¢ 0,584, odczytujemy prawdopodobienstwo o= 0,90.
Warto$¢ prawdopodobienstwa

P(X <4,462)=1-P(X >4,462) =1—-P(y? > 4,642) .
Z tabeli rozktadu > odczytujemy wartosé P(x3 >4,642) = 0,20.

Stad:
P(X <£4,642)=1-0,20=0,80.

ftx) & fix) /ﬁ
Fﬂ ¥
S |

L | L

0,584 x 4462 x

Rys. 3.2.4.2. Wykres P(X > 0,584)  Rys. 3.2.4.3. Wykres P(X < 4,642)

b) warto$ci zmiennej losowej X wigksze od X, , ktére zmienna ta przyjmuje

z prawdopodobienstwem o = 0,8 odczytujemy z tablic rozktadu chi-kwadrat
na przecigciu wiersza dla n = 3 oraz kolumny dla o =0,8. Otrzymujemy

X, = 1,005.
Aby wyznaczy¢ warto$¢ X, , dla ktorej P(X > x,) = 0,05 korzystamy z
przeksztatcenia:
P(X<x,)=1-P(X>x,)=1-P(x3 >x,).
Stad:
P(y3 >x,)=0,95.
Odczytujac z tabeli rozktadu xz warto$¢ x§ dla trzech stopni swobody oraz

o =0,95, otrzymujemy szukang warto$¢ x , = 0,352.
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fx) fx)

T D
o

[ ——
Rys. 3.2.4.4. Wykres Rys. 3.2.4.5. Wykres
P(X<x,)=0,80 P(X>x,)=0,05

3.2.5. Rozklad t-Studenta

Ciagla zmienna losowa T okre$lona nastepujgco:

T,
\/gn

2 . . . . . .
e Uoraz x saniezaleznymi zmiennymi losowymi,

gdzie:

¢ zmienna losowa U ma rozktad N(0,1),
e zmienna losowa xi ma rozktad chi-kwadrat z n stopniami swobody
ma rozktad Studenta z n stopniami swobody.

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa tej zmiennej okreslona jest wzo-
rem:

-0,5(n+1)
ro,5(n+1)) t?
f(t)= A1+ — :
® vn-m-I'(0,5n) ( ’ nj

Wykres funkcji gestosci f(t) zmiennej losowej o rozktadzie Studenta,
zwanym czgsto rozktadem t-Studenta (rys. 3.2.5.1), jest symetryczny wzgle-
dem osi rzednych (t=0). Dla stopni swobody n> 30 rozktad t-Studenta
mozna aproksymowac rozktadem normalnym, poniewaz funkcja gestosci f{(t)
dlan — o0 dazy do rozktadu normalnego standaryzowanego N(0,1).
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fit)

L.
-

0 4
Rys. 3.2.5.1. Wykres funkcji gestosci f(t) rozktadu t-Studenta

Wartos¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej o rozkladzie t-Studenta
wynosi odpowiednio:

E(T)=0,
n
n-2
Wartosci t, zmiennej losowej T o rozkladzie t-Studenta spetniajace wa-

V(T)=

runek:
P(T,|>t,)=a

zostaly stablicowane dla liczby stopni swobody n <30 oraz wybranych war-
tosci prawdopodobienstwa o . Jezeli liczba stopni swobody jest wicksza
od 30, wowczas nalezy korzysta¢ z tablic rozkladu normalnego standaryzo-
wanego N(0,1).

Przyktad 3.2.5.1
Na podstawie wynikow eksperymentu badawczego procesu uzytkowania
13 obiektow ustalono, ze proces ten opisuje zmienna losowa T o rozktadzie
t-Studenta. Obliczy¢:

a) prawdopodobiefistwa: P([T|>0,394), P(T >0,128), P(|T|<1,079);
b) wartosci t, zmiennej losowej T dla przyjetej wartosci o P(|T| > ta)z 0,20
oraz P(T > t,)=0,80.

Rozwigzanie
a) prawdopodobienstwo, ze warto$¢ bezwzgledna zmiennej losowej T bedzie
wiegksza od 0,394 wynosi:

P(T|>0,394) =P|T};|>0,394) .
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Warto$¢ prawdopodobienistwa o odczytujemy z tablicy rozkladu
t-Studenta w wierszu, ktory odpowiada 13 stopniom swobody dla wartosci
t, =0,394 . Stad a=0,7 (rys. 3.2.5.2).

Prawdopodobienstwo P(T >0,128) obliczamy w nastepujacy sposob.
Najpierw z tablicy rozktadu t-Studenta odczytujemy warto$¢ prawdopodo-
bienstwa a dla t, =0,128, ktore wynosi 0,9. Poniewaz jest to warto$¢
prawdopodobienstwa dla bezwzglgednej warto$ci zmiennej losowej T, czyli
jest to prawdopodobiefstwo przyjecia przez t¢ zmienng wartosci
t, =0,128Iub t, =-0,128, stad szukana warto$¢ prawdopodobiefstwa:

P(T|>0,128) 0,90

2
co wynika z symetrii funkcji ggstosci rozktadu t-Studenta. Graficznie war-
tos¢ prawdopodobienstwa P(T > 0,128) zaznaczono na rysunku 3.2.5.3.

A A

\"f‘) Y

\

P(T >0,128) = =0,45,

RS

/

A i
| e S

0304 0 03% : 0 0128 :

=
g

-

Rys. 3.2.5.2. Wykres P(|T13| >0,394) Rys. 3.2.5.3. Wykres P(Tj3 >0,128)

Prawdopodobienstwo P(|T

P(T|<1,079) =1-P(|T|>1,079) =1-P(|T;3| >1,079) =1-0,3=0,7 .

Wartos$¢ prawdopodobienstwa P(|T13| >1,079) =0,3 odczytujemy bezpo-
srednio z tablic rozktadu t-Studenta.

Wartos¢ P(|Tl3| <1,079)=0,7 zaznaczono na rysunku 3.2.5.4.

<1,079) obliczamy korzystajac z zaleznos$ci:

i)

Y

-1,079 0 1,079 t

Rys. 3.2.5.4. Wykres P(|T;5|<1,079)
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b) warto$¢ t, zmiennej losowej T spetniajaca warunek: P(|T|>tu):0,20
odczytujemy z tablicy rozktadu t-Studenta na przecigciu wiersza dla n = 13
stopni swobody oraz kolumny dla o =0,2. Otrzymujemy t = 1,350.

Wartos¢ P(|Tl3| >t,)=0,20 zaznaczono na rysunku 3.2.5.5.
Aby wyznaczy¢ wartosé t, dla ktorej P(T >t )=P(T;; >t,)=0,40 wy-
korzystujemy symetryczno$¢ funkcji gestosci rozktadu t-Studenta. Wartosc¢
t, odczytujemy z tablicy rozktadu t-Studenta dla n = 13 oraz prawdopodo-
bienstwa P = 0,80.
Poniewaz P(IT >t, )= 20 stad t,=0,259.

Wartos¢ P(T,; >t,)=0,40 zaznaczono na rysunku 3.2.5.6.

b A

Y Y

Dﬁé / :<!”’1

=1

[

e T

T L. —t L.

0 . 0 04 t

Rys. 3.2.5.5. Wykres Rys. 3.2.5.6. Wykres
P(Ty3> o) =0,2 P(Tj3 >ty) =04

3.3. Nierownos$¢ Czebyszewa

Nieréwnos¢ Czebyszewa pozwala oszacowa¢ prawdopodobienstwo zda-
rzenia polegajacego na tym, ze warto$¢ zmiennej losowej o nieznanym roz-
ktadzie prawdopodobienstwa rozni si¢ od jej wartosci Sredniej o dowolng
dodatnig warto$¢ €, jezeli znana jest wartos¢ odchylenia standardowego o .
Nieréwnos¢ Czebyszewa mozna zapisaé nastepujaco.

Jezeli X jest dowolng zmienng losowa o wartosci oczekiwanej m oraz
odchyleniu standardowym o dla kazdego ¢ > 0 jest spelniona nier6wnos¢:

2
P{IX—m| < 8}21—2—2

lub

2

P{IX_m|>8}<Z_2'
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Z powyzszych nierdéwno$ci wynika, ze im mniejsza jest warto$¢ odchy-
lenia standardowego przy tej samej wartosci €, to mniejsze jest prawdopo-
dobienstwo, ze warto$¢ zmiennej losowej X rozni si¢ o warto$¢ wicksza od
& warto$ci oczekiwanej tej zmienne;j.

Przyktad 3.3.1
Wysokos¢ podatku ptaconego przez podatnikow jest zmienng losowa o od-
chyleniu standardowym o =5 tysigcy ztotych. Jakie jest prawdopodobien-
stwo tego, ze wielko$¢ podatku zaptaconego przez losowo wybranego po-
datnika r6zni si¢ od $redniej wielkosci ptaconego podatku co do wartosci
bezwzglednej o nie wigcej niz 10 tysigcy zlotych?

Rozwigzanie

25

P{X - m| < IO}ZI_W =0,75.

Przyktad 3.3.2
W pewnej miejscowosci nadmorskiej w miesigcach wakacyjnych bylo $red-
nio 20 dni z temperaturg powyzej 25°C. Odchylenie standardowe wynosito
4°C. Jakie prawdopodobienstwo ma urlopowicz, ze wybierajac si¢ na urlop
w lipcu i sierpniu bedzie miat od 15 do 25 dni z temperaturg powyzej 25°C.

Rozwigzanie
Urlopowicz chcialby wiedzie¢, jakie jest prawdopodobienstwo, ze tempera-
tura bedzie si¢ wahata * 5 stopni wokot warto$ci $redniej temperatury, czyli
g=3.
Poniewaz P(15 < X < 25) =P (| X -20| <5).

2
. - G o
Z nierownos$ci Czebyszewa P{IX - m| < 8} 2 1—-— wynika, ze
€

P{]X—20|£5}21—:—j.

Stad prawdopodobienstwo, ze urlopowicz bedzie miat od 15 do 25 dni
z temperaturg powyzej 25°C wynosi P{IX - 20| < 5}2 0,36.

3.4. Zmienna losowa dwuwymiarowa

Zmienng losowa dwuwymiarowg (X, Y) nazywa si¢ par¢ funkcji, ktora
kazdemu zdarzeniu elementarnemu ec€E przyporzadkowuje dwie liczby
rzeczywiste (X(e), Y(e)). Jezeli zbior zdarzen elementarnych jest skonczony
lub policzalny, to kazda para funkcji (X, Y) jest zmienng losowg dwuwymia-
rowa. W przypadku nieskonczonego zbioru zdarzen elementarnych funkcja
ta musi spetnia¢ pewne warunki.
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Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) jest zmienng dyskretng (skoko-
wa), jezeli zmienne X 1 Y majg skonczony lub policzalny zbior wartosci.
Rozktadem tacznym dyskretnej zmiennej losowe] dwuwymiarowej

(X, Y) nazywa si¢ zbidr prawdopodobienstw:
PX=x,Y=y) dlai=12,...,15j-1,2,...,s.
rot
Prawdopodobienstwa p; spelniajg warunek > > pj; =1.
i=1j=1
Dystrybuantg F(X, y) zmiennej losowej dwuwymiarowej okresla wzor:

Fx,y)= 2 X pjj-

Xi<X yi<y

Rozklad dwuwymiarowej zmiennej losowej zapisywany jest w postaci
tablicy korelacyjnej. W gldwce tablicy wystepuja warto$ci zmiennej losowej
Y, natomiast w boczku wartosci zmiennej losowej X.

Tabela 3.4.1.  Rozkiad zmiennej losowej (X, Y)

Y
Y1 Y2 Y3 Ys
X
S| Pu P12 JUE] Pis P1-
X2 P21 P22 P23 -e- P2s P2
Xy Pr1 Pr2 Pr3 e Prs Pr-
P-1 P2 P e Ps

Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) jest zmienna ciagla, jezeli

zmienne losowe X 1Y sg ciagle.
Funkcja gestosci f(x, y) dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y) facz-
nego rozktadu to dowolna funkcja spetniajgca warunki:
f(x, y) 2 0,
o0 o0
[ [f(x,y)dxdy=1.
—00 —00
Dystrybuantg zmiennosci losowej ciaglej (X, Y) nazywamy funkcje
okreslong wzorem:
X

y
F(x,y)= [ [f(x,y)dxdy.

—00 —00
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3.4.1. Rozklady brzegowe i rozklady warunkowe

Rozktadem brzegowym dyskretnej zmiennej losowej X nazywamy
prawdopodobienstwo P(X = x;) okreslone nastepujaco:

S
P(X=x;)= 2 pij dlai=1,2,...,r.
j=1
Zamiast P(X = x;) bedzie stosowany zapis p;. .
Rozktadem brzegowym dyskretnej zmiennej losowej Y nazywamy
prawdopodobienstwo P(y = y;) okreslone nast¢pujaco:

T
P(Y =y;)= 2 pij dlaj=1,2,...,s.
i=1

Zamiast P(Y = y;) bedzie stosowany zapis p ;.

Rozktad brzegowy zmiennej X przedstawiony jest w ostatniej kolumnie
tabeli 3.4.1, a rozktad brzegowy zmiennej Y w ostatnim wierszu tej tabeli.

Rozktadami brzegowymi f1(x), f2(y) ciggltych zmiennych losowych X 1Y
nazywa si¢ nast¢pujace funkcje:

fi(x)= [f(x,y)dy,

—00

fr(y)= [f(x,y)dx.

—00

Rozktadem warunkowym zmiennej losowej skokowej X pod warunkiem
Y = y; nazywa si¢ prawdopodobienstwa:

PX=x;,Y=y;j) pjj b
P(Y =yj) pj

P(XZXi/YZ}/J’)Z

T
dlai=1,2,...,r,j=1,2,...,s oraz Zpi/j =1.
i=1
Jezeli zmienna losowa Y przyjmuje s wartosci, mozna otrzymac s roz-
ktadow warunkowych zmiennej losowej X.
Rozktadem warunkowym zmiennej losowej skokowej Y pod warunkiem
X = xj nazywa si¢ prawdopodobienstwa:
P(X=x;,Y=y;) pj

PY: /X:X = _ = N
( Yij i) P(X=Xi) p: Pj/i




— 05—

2
2pji=1.
j=1
Jezeli zmienna losowa X przyjmuje r warto$ci, mozna otrzymaé r roz-
ktadow warunkowych zmiennej losowej Y.
Do opisu rozktadow zmiennych losowych ciagltych wykorzystuje si¢ wa-
runkowe funkcje gestosci.
Warunkowa funkcja gesto$ci zmiennej losowej X jest okreslona wzo-
rem:

f(x,y)
f(y)

a warunkowa funkcja gesto$ci zmiennej losowej Y jest okreslona wzorem:

f(x/y)=

f(y/x)=%.

3.4.2. Niezalezno$¢ zmiennych losowych XiY

Niech (X, Y) bedzie dwuwymiarowa zmienng losowa skokowa. Jezeli
dla kazdej pary wartosci (X, ;) tej zmiennej jest spetniony warunek:
P(X=x;,Y =y))=P(X=x))-P(Y =y)),
to zmienne X i Y sg stochastycznie niezalezne.
Warunek ten mozna zapisa¢ krotko: pj =p;.-p.; dla kazdej pary
wskaznikowi=1,2, ...,r,j=1,2,...,s.
Jezeli zmienne losowe X 1 Y sg niezalezne, wowczas:

P(X=x;,Y=y;
P(X=x;/Y=yj)= X=X Y=y
P(Y =y))

dlai=1,2,...,r
P(X =x;)-P(Y =)

P(Y =y

Tak samo bedzie dla pozostatych rozkladow warunkowych. Wida¢ wigc,
ze jezeli zmienne losowe X 1 Y sg niezalezne, to wszystkie rozktady warun-
kowe zmiennej X sa takie same, ponadto sg one identyczne z rozkladem
brzegowym zmiennej losowej X. To samo mozna powiedzie¢ o rozktadach
warunkowych zmiennej losowej Y, gdyz:

=P(X= xi)=pi.
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P(X=x;,Y=y;
P(Y =y;j/X=x)= (X=xi, Y=¥)
P(X=x;)

dlaj=1,2,...s
P(X=x;)-P(Y =y;)

P(X = Xi)

Jezeli (X, Y) jest zmienna losowg ciagla, to warunek niezaleznoS$ci
zmiennych losowych X 1 Y moze by¢ zapisany nastepujaco:

f(x,y)=11(x)-f2(y)

dla kazdej pary liczb rzeczywistych xiy.
Korzystajac ze wzoru na rozkltad warunkowy zmiennej losowej X oraz
przyjmujac, ze zmienne losowe X 1 Y sg niezalezne, otrzymujemy:

_f0y) _HG0-B()
=00 ™ ey 10

Oznacza to, ze dla niezaleznych zmiennych losowych X 1 Y rozklad wa-
runkowy zmiennej losowej X jest identyczny z rozktadem brzegowym
zmiennej losowej X.

Podobnie rozktad warunkowy zmiennej losowej Y jest identyczny z roz-
ktadem brzegowym tej zmiennej, gdyz:

_f(x,y) - (%) (y)
=50 ™ fo

=P(Y=y))=p,

=£,(x).

3.5. Powtorzenie w przykladach

Zadanie 1
Pracownia studencka wyposazona jest w pig¢ komputerow. Na podstawie
dtuzszych obserwacji stopnia ich wykorzystania okreslono prawdopodobien-
stwo p=0,1 tego, ze podczas zaj¢¢ jeden z komputerow jest wolny. Obli-
czy¢ prawdopodobienstwo, ze w danej chwili wolne sg:

— 2 komputery,
— przynajmniej dwa komputery.
Rozwigzanie
Zmienna losowa X ma rozktad Bernoulliego.
n n!
PX=k= . k. l’l—kZ—" k‘ l’l—k=
(X=1 (kj P T P

5!

=—— .01%-0,9°%=0,0729 .
2L(5-2)!
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P(X>2)=P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)+P(X =5) =
=0,0729 + 0,0081+ 0,00045 + 0,00001 = 0,08146 .

Zadanie 2
Z biezacej produkcji pobrano losowo 5 sztuk towaru. Niech zmienna losowa
X oznacza liczb¢ pobranych sztuk wadliwych. Znalez¢ rozktad zmiennej
losowej X, jesli wiadomo, ze prawdopodobienstwo wystapienia sztuki wa-
dliwej wynosi 0,1.

Rozwigzanie
Zmienna losowa ma rozktad Bernoulliego n =5; k=0,1,2,....5; p=0.1,

q=0,9.
n _
P(X:k):(k]pk ,qn k’

5
P(X=0)= (0] -0,1°-0,9° =1-1-0,9° = 0,59049,

1

)
P(X =2)=

5
PO(:I):( )4LP-Q94:5-0J-Q94:032&5,

0,1 -0,9° =10-0,01-0,9° = 0,07290,

SN \®)

P(X=3)= J

(O8]

0,1°-0,9° =10-0,001-0,9% = 0,00810,

9]

P(X=4)= 0,1*-0,9' =5-0,0001-0,9' =0,00045,

(TSN

P(X=35)= 5] 0,1°-0,9° =1-0,00001-0,9° = 0,00001.

Zadanie 3
Prawdopodobienstwo wyprodukowania wadliwego towaru wynosi 0,03.
Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wsrod 200 sztuk znajdzie si¢ jedna sztuka
wadliwa.

Rozwigzanie
Oznaczamy przez X zmienng losowa, ktora wyraza liczbe wadliwego towa-
ru. Intensywno$¢ wyprodukowania wadliwego towaru wynosi:

A=n-p=200-0,03=6.
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Prawdopodobienstwo, ze bedzie jedna sztuka wadliwa wynosi:

k 1
P(X =1) :k—-e’k _8 e =0,0154.
k! 1!

Zadanie 4
Zmienna losowa X ma normalny rozklad prawdopodobienstwa
o parametrach m = 24, o =12. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze zmienna
ta przyjmie wartosci pomiedzy 17,4 a 58,8.

Rozwigzanie
Obliczamy wartosci zmiennej losowej standaryzowanej U dla zadanych
warto$ci zmiennej losowej X:

x,-m _17,4-24

u, = =-0,55,
o 12

u, _ X, —m:58,8—24:2’9'
o 12

Korzystajac z tablic dystrybuanty rozktadu normalnego wyznaczamy warto-
$ci skumulowanego prawdopodobienstwa zmiennej losowej U dla u,= 0,55
iu,=2.90.
®(u; =0,55)=0,2088,
®(u; =2,90) =0,4981.
Warto$¢ szukanego prawdopodobienstwa wynosi:
P(17,4 < X <588)=P(-0,55<U<29)=
=P(U >-0,55)-P(U >2,9)=0,5+D(0,55) - (0,5-D(2,9)) =
=0,2088 + 0,4981 = 0,7096 .

A

T~

S

A
Y

-0,55 2,9 u

Rys. 3.5.1. Obszar pod krzywq rozktadu normalnego dla (17,4 < X < 58,8)
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Zadanie 5
Waga ciata populacji studentow pewnej uczelni ma rozklad normalny
N(74, 14). Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze przypadkowo napotkana stu-
dentka wazy od 60 do 67 kilograméw.

Rozwigzanie
Obliczamy warto$ci zmiennej losowej standaryzowanej U dla zadanych
granic przedziatu wagi studentki:

X,—m _ 60-74
c 14
X,—-m _67-74

c 14
Korzystajgc z tablic dystrybuanty rozktadu normalnego wyznaczamy warto-

-1,0,

u, =

-0,5.

u, =

sci skumulowanego prawdopodobiefistwa zmiennej losowej U dla u,=1,0
1u,=0,5.
®(u; =1,0)=0,3413,
®(u; =0,5)=0,1515.
Warto$¢ szukanego prawdopodobienstwa wynosi:
P(60 <X <67)=P(-1,0<U<-0,5) =
PU>-1,00-P(U>-0,5) =0,5+d(1,0)— (0,5 + ®(0,5)) =
0,3413 - 0,1515=0,1498.
A
T

fiu)

Rys. 3.5.2. Obszar pod krzywq rozktadu normalnego dla P(60< X < 67)

Zadanie 6
Zmienna losowa X ma rozktad t-Studenta o 25 stopniach swobody. Wyzna-
czy¢ nastepujace prawdopodobienstwa:
a) P(T>171),
b) P(T|<132).
Rozwigzanie
a) z tablic rozkladu t-Studenta wyznaczamy takie a, aby spemiona byla
zaleznos$¢ P(|Tn| >t,)=o dlan=25.
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Szukamy w tablicy takiego prawdopodobienstwa, aby P(|T25| >1,71)=0,1
(rys 3.5.3).
P(Ty5/>1,71
Stad P(T,5 >1,71) = % = % =0,05 (rys 3.5.4).
b) P(T|<132)=1-P(T|>1,32)-1-0,2=08 (rys. 3.5.5).

fit) fit)
szulcane o [ smilcane o2
i 171 t -7 i 171 t

Rys. 3.5.3. P(|Tys|>1,71) Rys 3.5.4. P(|Tys|>1,71)
f(t)
_—
yd SN
/,/ ‘\
-1,33 +1,33 t

Rys. 3.5.5. P(|Ty5|<1,32)

Zadanie 7

Zmienna losowa X ma rozktad X2 o 20 stopniach swobody (X%O ). Wyzna-
czy¢ nastepujace prawdopodobienstwa:
a) P(10,85 <X < 28,40),
b) P(X <22,76),
c) P(X>10,85).
Rozwigzanie
a) P(10,85 <X < 28,40) = F(28,40) — F(10,85) = 0,9 — 0,05 = 0,85.
b) P(X <22,76) =F(22,76) =0,70.
¢) P(X>10,85)=F(10,85) 0,95.
Zadanie 8
W miejscowosci Nowiny 50 rolnikéw obsiato swoje pola zbozem. W lipcu
2020 roku, tuz przed zniwami spadt grad, ktory objat swym zasiggiem duzy
obszar. Likwidator szkod oszacowal, ze w sgsiedniej miejscowosci wskutek
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tego gradobicia $redni procent szkody w uprawach zbozowych wynosi 15,
za$ odchylenie standardowe 5. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze procent
szkody w Nowinach wyniesie:

a) od 10 do 20 b) mniej niz 13 ¢) przekroczy 20
Rozwigzanie
a) a) P(10<X<20) = p(m;15 U<y Cpi<u<n) =

= (1) — D(-1) = O(1) —[1- D(1)] = 20(1) — 1= 0,6826;

b) P(X<13)= I-P(U <> ; I5) — pU<—04)=1- (0.4) = 0,3446;

¢) P(X>20) = 1 — P(X<20) = 1-P(U<

20-15
5

)=1-P(U<1]) =1-d(1) =
=0,1587.



ROZDZIAL 1V
TWIERDZENIA GRANICZNE

Twierdzenia graniczne dotyczg problemow ukazujacych wlasnosci gra-
niczne ciggdw zmiennych losowych. Dzielg si¢ na twierdzenia graniczne
lokalne i twierdzenia graniczne integralne.

Twierdzeniami lokalnymi nazywamy te twierdzenia, ktére omawiajg
zbieznos¢ ciagu funkcji prawdopodobiefistwa w przypadku ciagu {X,}
zmiennych losowych typu skokowego lub zbieznos$¢ ciggu gestosci prawdo-
podobienstwa w przypadku ciggu {X,} zmiennych losowych typu cigglego.

Twierdzeniami integralnymi nazywamy te twierdzenia, ktore dotycza
zbieznosci ciggu dystrybuant zmiennych losowych {X,} do pewnej dystry-
buanty granicznej. Twierdzenia integralne, rozwazajgce ciagi sum niezalez-
nych zmiennych losowych o dystrybuancie granicznej, bedacej dystrybuantg
rozkladu normalnego nazywamy centralnymi.

4.1. Twierdzenia lokalne

Z twierdzeniem lokalnym mamy do czynienia przy omawianiu rozktadu
Poissona. Niekiedy bywa ono nazywane lokalnym twierdzeniem Poissona.

Lokalne twierdzenie Poissona
Jezeli {X,} jest ciggiem zmiennych losowych o rozkladzie dwumiano-
wym (Bernoulliego) o parametrach n i p, czyli:

n
P(X, :k)zikjpkqn_k’ 0<p<l,k=0,1,2,...,n,

przy czym parametr p jest funkcjg n postaci p :%, gdzie A > 0 jest ustalong
liczban=1,2,....., to
Ak by
lim P(X, =k)=P(X=k)=—¢" dlak=0,1,2,...,n.
n—oo k!

Zatem, zasadniczg cz¢$¢ twierdzenia Poissona mozemy interpretowaé w
ten sposob, ze funkcja prawdopodobienstwa rozkladu dwumianowego jest
zbiezna do funkcji prawdopodobienstwa rozktadu Poissona dla n — o (du-
zych n), jesli tylko spetniony jest warunek p = % W miare zwigkszania si¢ n

parametr p staje si¢ coraz mniejszy, a wigc iloczyn n - p jest staly i rowny

liczbie z gory ustalonej. Rownos¢ lim P(X, =k) =P(X =k) pozwala sto-
n—oo
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sowa¢ wzor przyblizony P(X, =k)~P(X =k), jesli tylko n jest dostatecz-
nie duze i A dostatecznie mate, co w praktyce oznacza n > 100 i A < 20. Jesli
warunek na A nie jest spelniony nie mozna korzystaé ze wzoru Poissona.
Stosujemy wowczas inny wzor przyblizony

L

k \/_(j H

P(X, =k)=

gdzie: m=np, c=npq,q=1-p.

Btad, ktory popelniamy stosujac ten przyblizony wzor jest wystarczajgco
maly, jesli wielko$ci n, k oraz n — k sg dostatecznie duze. Korzystanie z po-
wyzszego wzoru uzasadnione jest twierdzeniem Moivre’a-Laplace’a.

Przykiad 4.1.1
Rzucamy 144 razy kostkg do gry. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze 25 razy
otrzymamy pigtke.

Rozwigzanie

Mamy: p—l q=% k=25 n=144, stad m = np = 144% = 24,

o =4npq =0c=,/144. %

1.
6

25— 24
) 1
! = ! e Y ~0,087.

P ~N———¢
144257 or20 Ja0n

Lokalne twierdzenie Moivre’a-Laplace’a
Jezeli {Y.} jest ciggiem standaryzowanych zmiennych losowych {X;}
o rozktadzie dwumianowym, to

. 1 —ly2
lim VHPQ'P(Yn=yn)=\/EC 2,

n—>w

N\—

gdzie: y, = k—np jest wartos$cia, jakg przyjmuje zmienna losowa {Y.,},
vpq

gdy zmienna losowa{X,}przyjmuje warto$¢ k taka, ze gdy n — oo to rowniez
k — oo w taki sposob, ze (n —k) —oooraz lim Y, =Y.
n—->oo
Whiosek z lokalnego twierdzenia Moivre 'a-Laplace’a
Dla duzych n prawdopodobienstwa rozktadu dwumianowego moga by¢ ob-
liczone za pomocg funkcji gestosci rozktadu normalnego:
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k Jnpg  ( 4/npq

gdzie f oznacza tu gestos¢ rozktadu N(O,1).

Przyktad 4.1.2
Prawdopodobienstwo, ze w ciaggu pewnego czasu T przepali si¢ zarowka
wynosi Y. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze w ciggu tego czasu przepala
si¢ 42 zarowki sposrod 192.

Rozwigzanie
Niech zmienna losowa X oznacza liczbg przepalonych zarowek sposrod 192.
Nalezy obliczy¢ P(X = 42). Zmienna losowa ma rozktad dwumianowy,
a zatem

1921 42 3 150
rocr (2[4 (2]

loczyn n - p =192 - ¥4 = 48 jest duzy. Do obliczenia szukanego prawdopo-
dobienistwa zastosujemy wniosek z lokalnego twierdzenia Moivre’a-

Laplace’a.
192 42 150 3
o= =[] ).
42 \ 4 4 6 6

1 1 1
=—f(-1)=—f(1) =—-0,242=0,0403 .
gD =2t =2

4.2. Twierdzenia integralne

Centralne twierdzenie Lindeberga-Levy’ego
Niech {X;} bedzie ciggiem zmiennych losowych, o ktorych zaktadamy,
ze:

a) s3 niezalezne,

b) majg identyczne rozklady,

¢) maja skonczone wartosci przecigtne E(X;) = m < oo,

d) maja skonczone i dodatnie wariancje 0 < D*(X;) < 6* < .
Wprowadzimy cigg zmiennych {Y,}, gdzie:

n
Y, =YX;.
i=1

Niech {U,} bedzie ciggiem standaryzowanych zmiennych losowych Y,
tzn.
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Yy —B(Yy)
" D(Y,)
Wowczas spelniona jest rownosc:
lim F,(u)=®(u),

n—oo
gdzie u jest dowolng liczba rzeczywista, ®(u) dystrybuantg standaryzowane-
go rozkladu normalnego, za$ F,(u) jest ciggiem dystrybuant odpowiadaja-
cych zmiennym losowym U,

Whiosek 7 centralnego twierdzenia Lindeberga-Levy’ego

Dla duzych n zmienna losowa Y, = X; + X, +...+ X,,, gdzie X, ..., X, sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi o takim samym rozkladzie z warto$cia
oczekiwana m i wariancja o ma w przyblizeniu rozkltad normalny

N(nm,o+/n), stad

P(Yn——nm< a) =d(a),
cvn

Y, —nm B B

ovin

Y, —nm
Pl X2 ——>b|=1-®(b).
(f j ®

Przyktad 4.2.1
Wiadomo, Ze $rednia waga dorostego czlowieka wynosi 75 kg, a odchylenie
standardowe 3 kg. Samolot pasazerski zabiera 81 0sob. Obliczy¢ prawdopo-
dobienstwo, ze 1aczna waga pasazeréw przekroczy 6 ton.

Rozwigzanie
Niech X; oznacza zmienng losowa, ktorg jest waga i-tego cztowieka. Cen-
tralne twierdzenie graniczne moéwi, ze jesli n jest duze, to rozklad zmienne;j
losowej mozna przyblizy¢ rozktadem normalnym z warto$cig oczekiwang

n'm = 81-75 kg=6 075 kg oraz odchyleniem standardowym o/n =34/81 kg.
Mamy rozktad N(6075kg; 3481 kg), a zatem

P(Ug; > 6000) = p[ U > 8000=6075)_pf ;=75 _
27 27

=P(U>-2,8)=d(-2,8) =0,9974.
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Integralne twierdzenie Moivre’a-Laplace’a
Jezeli Fy(u) jest ciagiem dystrybuant zmiennych losowych

Y, —np
Jnpq

przy czym Y, maja rozktad dwumianowy, to dla kazdej warto$ci rzeczywi-
stej n zachodzi wzor:

U, =

lim F,(u)=®(u).

Whiosek 7 integralnego twierdzenia Moivre’a-Laplace’a
Dla duzych n zmienna losowa X o rozktadzie dwumianowym z parame-

trami n i p ma rozktad w przyblizeniu normalny N(nm,/npq), czyli inaczej
asymptotycznie normalny, stad

P(Yn_—nm < a] — d(a),

V1pq

Y, —nm B B

P[Yﬂ_—nmzb]zl—(b(b).
v 1pq
Przyktad 4.2.2

Prawdopodobienstwo uzyskania potgczenia telefonicznego w Radomiu
w godzinach przedpotudniowych wynosi p = 0,8 (dane umowne). Zaktada-
my, ze potaczenia sg realizowane niezaleznie. Obliczy¢ prawdopodobien-
stwo, ze sposrod 1000 abonentow potaczenie uzyskato:

a) ponad 800 abonentow,

b) mniej niz 900 abonentoéw,

c¢) liczba abonentow, ktorzy uzyskali potgczenie zawiera si¢ pomigdzy 700

i 800.
Rozwigzanie

Korzystamy z wniosku z integralnego twierdzenia Moivre’a-Laplace’a.

Z warunkoéw zadania mamy: n-p = 800, ./npq=12,6. Oznaczamy przez
X liczbe abonentow, ktorzy uzyskali potaczenie; X ~ N(800;12,6) i oblicza-
my zadane prawdopodobienstwa.

800800

a) P(X>800)=P[U> j:P(U>0):O,5,

b
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U< 900-800

b) P(X<900)= P( J =P(U<794)=1,

b

700 — 800 800—800]
—_—<U<——

P(700 < X <800) =P
12,6 12,6

c)
=P(-7,94<U<0)=0,5.

4.3. Prawa wielkich liczb

Prawo wielkich liczb mozna traktowac¢ jako szczegbélny przypadek
twierdzen integralnych (ale nie sg to twierdzenia centralne). Prawa wielkich
liczb sa to twierdzenia graniczne, na podstawie ktorych badamy zbieznosc¢
ciggow zmiennych losowych w sensie zbieznosci wedtug prawdopodobien-
stwa (slabe prawa) lub w sensie zbiezno$ci z prawdopodobienstwem
1 (mocne prawa). Ograniczymy si¢ do rozwazania stabych praw wielkich
liczb.

Niech dany bedzie cigg zmiennych losowych {Y,} okreslonych na zbio-
rze zdarzen elementarnych Q i niech kazda ze zmiennych losowych {Y,} ma
warto$¢ oczekiwang E(Y,) = m dla n € N. Powiadamy, ze ciag {Y,} jest
zbiezny wedtlug prawdopodobienstwa do wartosci oczekiwanej m, jezeli dla
dowolnej liczby dodatniej €

lim P(|Y, -m|<eg)=1.
n—oo

Dla ciagu {Y,} zachodzi prawo wielkich liczb. Oznacza to, ze gdy n jest
duze, to prawdopodobienstwo, iz zmienna losowa {Y,} przyjmie warto$¢
z dowolnie malego (lecz ustalonego) otoczenia warto$ci oczekiwanej jest
bliskie 1. Wynika stad, ze {Y,} ma rozktad silnie skupiony wokot wartosci
oczekiwanej m.

Prawo wielkich liczb Bernoulliego
Jezeli {X,} jest ciagiem zmiennych losowych o rozktadach dwumianowych

n -
P(X, =k)=(kjpkq“ <.

to ciagg {ﬁ} jest zbiezny wedtug prawdopodobienstwa do p, tzn. dla kaz-
n

<8J=1.

dej dodatniej liczby ¢

X

n
— P
n

lim P(
n—oo
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Xn

jz p, wiec powyzsze twierdzenie jest prawem wiel-
n

Poniewaz m = E(

kich liczb.
W celu zrozumienia ,,0 co chodzi” wprowadzimy nast¢pujace oznacze-
nia:
X, — liczba sukcesd6w w n doswiadczeniach Bernoulliego,

X o
Y, =— — czestos¢ sukcesu,
n

p — prawdopodobienstwo sukcesu w jednym do$wiadczeniu.

Jesli liczba doswiadczen Bernoulliego jest duza, to z prawdopodobien-
stwem bliskim jedno$ci czgsto$¢ sukcesu przyjmuje warto$ci mato roznigce
si¢ od prawdopodobienstwa sukcesu.

Z prawa wielkich liczb Bernoulliego wynika, ze prawdopodobienstwo
zdarzenia moze by¢ oceniane przez czg¢stos¢ tego zdarzenia w dlugim ciagu
powtorzen doswiadczenia, w ktorym to doswiadczenie wystepuje. A zatem,
uprawniona jest interpretacja prawdopodobienstwa zdarzenia za pomocag
czestosei tego zdarzenia. Mozna wykazac€, ze dla dowolnego € > 0 i dla du-

zych n zachodzi zalezno$¢:
= _Il —_ *
< SJ 2@(8 /qu 1 *

p( Xn
n
Wynika to z twierdzenia integralnego Moivre’a-Laplace’a.

Przykiad 4.3.1
Wadliwos¢ partii towaru wynosi 0,2. Z partii tego towaru pobrano losowo
ze zwracaniem probe liczacg 400 sztuk. Obliczy¢ prawdopodobienstwo,
ze wadliwos¢ w tej probie bedzie odchyla¢ si¢ od wadliwosci partii towaru
o mniej niz 0,05.

Rozwigzanie
Niech X499 0znacza liczbe sztuk wadliwych w probie liczacej 400 sztuk,

a wigc wadliwos$cig tej proby jest %. Prawdopodobienstwo wadliwos$ci

tej partii wynosi p = 0,2. Nalezy zatem obliczy¢:
X400 _ 0,2

P
( 400

Na podstawie wzoru (*) podanego powyzej otrzymujemy:
X400 _ 0,2

P
[ 400

< 0,0SJ.

0,2-0,8

< 0,05] = 2c1>(0,05 400 )—1 =0,9876.
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Prawo wielkich liczb Chinczyna

Niech dany bedzie cigg zmiennych losowych {X,}niezaleznych, o jed-
nakowym rozktadzie, o wartosci oczekiwanej m = E(X,). Niech ponadto
{Xn} bedzie ciggiem $rednich arytmetycznych

— 1 n
Xn :_in >
=)

wowczas cigg {Xn }quzie zbiezny wedlug prawdopodobienstwa do m, czyli

dla ciagu {Xn} zachodzi prawo wielkich liczb, bowiem

el Eoo
E(X,)=E —XX; |=—E| XX |=—XEX;)=—n-m=m.
D= o \i=1 0= n

Srednia arytmetyczna duzej liczby zmiennych losowych niezaleznych
o jednakowym rozkladzie o wartosci oczekiwanej m przyjmuje z prawdopo-
dobienstwem bliskim jednosci wartosci mato réznigce si¢ od m. Ta interpre-
tacja ma liczne zastosowania w teorii bledow przypadkowych.

W prawie wielkich liczb Chinczyna nie zaktada si¢ w odréznieniu
od twierdzenia Lindeberga-Levy’ego, ze zmienne losowe X, maja wariancje.
Gdyby jednak zatozy¢, ze zmienne te maja wariancj¢ 6° > 0, to z twierdzenia
Lindeberga-Levy’ego mozna wyprowadzi¢ (dla duzych n) nastgpujaca za-

lezno$¢”

P(X, —m|<e)= 2®[£} 1 dlag>0 )

c

Przyktad 4.3.2
Dokonano 100 pomiaréw pewnego detalu. Obliczy¢ prawdopodobienstwo,
ze $rednia arytmetyczna tych pomiardw bedzie odchylaé¢ sie¢ od wielkosci
mierzonej o 0,05 cm, jesli wiadomo, Zze odchylenie standardowe poszczegdl-
nego pomiaru wynosi 0,5 cm.

Rozwigzanie
Niech Xjo oznacza $redniag ze 100 pomiaréw. Na podstawie wzoru (**)
i danych z zadania obliczamy
0,05-v100

0,5

P([X, 69 —m| < 0,05)= 2@{ J—l = 20(1)-1=2-0,84134 -1~ 0,68.



ROZDZIAL V
STATYSTYKI I ICH ROZKLADY

5.1. Sposoby doboru préby

Powszechnie stosowanym badaniem czg¢sciowym jest tzw. badanie re-
prezentacyjne. Przy badaniu tym konieczne jest, aby cze$¢ podlegajaca ba-
daniu, czyli proba zostata wyodrebniona z populacji generalnej poprzez wia-
sciwe losowanie. Zbiorowos$¢ probna stanowi czastke pobrang z populacji
generalnej w $ciSle okreslony sposob. W praktyce doboru elementéw
do proby mozemy postugiwaé si¢ roznymi sposobami losowania. Losowe
pobieranie proby z catej populacji jest gwarancja, ze unikniemy btedu obcig-
zenia.

Przyktad 1
Zat6zmy, ze poszukujemy oszacowania frakcji konsumentdw, ktorzy byliby
zainteresowani zakupem nowego produktu (np. gatunek wina), wchodzacego
na polski rynek. Jak zebra¢ informacje dotyczace preferencji zakupowych
do tych badan?
Rozwigzanie

Populacja nie zostata jasno okreslona, musimy ja zatem zdefiniowac zgodnie
z celem badania. Jakich konsumentéw mamy na mysli: czy tylko dorostych,
czy z calymi rodzinami, czy tylko tych, ktérzy od czasu do czasu pijg wino?
Czy chodzi nam o konsumentéw w calej Polsce? Musimy odpowiedzie¢ na
te pytania, zanim zaczniemy zbiera¢ dane. Interesujemy si¢ wprowadzeniem
nowego gatunku wina na rynek, czyli okresleniem frakcji rynku napojow
alkoholowych przypadajacych na ten gatunek wina po wprowadzeniu go
na rynek. Jako interesujgcg nas populacj¢ przyjmiemy wszystkich tych ludzi,
ktorzy przynajmniej od czasu do czasu sg konsumentami napojéw alkoholo-
wych. Aby wyznaczy¢ probe losowa z catej populacji ludzi spozywajacych
przynajmniej od czasu do czasu napoje alkoholowe musimy mie¢ operat
losowania. Oznacza to, ze potrzebujemy listy wszystkich tych ludzi, sposrod
ktorych bedziemy mogli losowo wybraé tyle osob do proby, ile potrzebuje-
my. W praktyce taka lista jest zazwyczaj niedostepna, a wigc trzeba zdoby¢
probe w inny sposob. Najczesciej stosowang metoda jest wystanie ankiete-
row do miejsc, w ktérych mozna znalez¢ interesujacych nas konsumentow.
Sa to zwykle rézne centra handlowe, gdzie kupujacy sa wybierani losowo
i za pomocg wstepnych pytan sprawdzani, czy naleza do interesujacej nas
populacji, a przede wszystkim, czy przynamniej od czasu do czasu spozywa-
ja napoje alkoholowe. Podajemy nastepnie tak wybranym osobom do spro-
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bowania badany produkt (taste test) i prosimy o wypelnienie ankiety. Ta
metoda doboru proby speini swe zadanie pod warunkiem, ze ankieterzy nie
wybiorg do proby w sposob nielosowy np. tylko mtodych osoéb, czy tylko
elegancko ubranych. Musimy zastanowi¢ si¢ takze, czy wybrani w danych
centrach ludzie stanowig reprezentatywng frakcj¢ potencjalnych konsumen-
tow, bo jesli nie, to pojawi si¢ btad obcigzenia. Nie mozemy faworyzowac
zadnej grupy spotecznej ani tez lokalizacji badanych centréw. Najlepiej ba-
danie przeprowadzi¢ w ré6znych miejscach.

Losowanie niezalezne (z powtorzeniami) polega na zachowaniu kolej-
nych jednostek proby. Po wylosowaniu jednostki populacji i zanotowaniu
warto$ci badanej cechy tej jednostki zwracamy ja do populacji. Ten sam
element populacji moze by¢ wylosowany wielokrotnie, a zatem uzyskujemy
probe z powtorzeniami. W ten sposob prawdopodobienstwo wylosowania
kazdego elementu w kazdym kolejnym losowaniu jest niezmienne.

Losowanie zalezne (bez powtorzen) polega na tym, ze kazdy element
populacji moze by¢ wylosowany tylko jeden raz, a po wylosowaniu nie zo-
staje zwrocony do populacji. Uzyskujemy wowczas probe bez powtorzen.
Wynik z pierwszego losowania zmienia warunki nastepnego losowania,
tj. zmienia prawdopodobienstwo wylosowania kolejnego elementu.

Jesli populacja jest bardzo liczna, w wyniku losowania niezaleznego
1 zaleznego praktycznie dostajemy te same wyniki. Jesli natomiast populacja
nie jest liczna, lepiej jest przeprowadzi¢ losowanie zalezne, bowiem niesie
ono wigkszg gwarancj¢ uzyskania reprezentatywnej proby. O ile w losowa-
niu niezaleznym doktadno$¢ uzyskiwanych wynikow zalezy wylacznie
od wielkosci proby, o tyle w losowaniu zaleznym na wyniki wptywa, obok
liczebnos$ci proby, réwniez procentowy udziat proby w ogdlnej liczebnosci.
W przypadku, gdy proba stanowi maty odsetek populacji generalnej, wyniki
uzyskane w losowaniu zaleznym beda podobne do wynikdéw uzyskanych
w losowaniu niezaleznym. Pomimo to, stosowa¢ nalezy raczej losowanie
zalezne, gdyz jest ono technicznie prostsze, a zatem latwiejsze do przepro-
wadzenia [9].

Losowanie jedno- i wielostopniowe. Losowanie jednostopniowe polega
na losowaniu elementow do proby od razu (wprost, bezposrednio). Przy
losowaniu wielostopniowym moze wystapi¢ kilka stopni losowania. Kolejny
stopien losowania korzysta z wylosowanych poprzednio zestawow elemen-
tow populacji. Losowanie wieloetapowe nie gwarantuje uzyskania lepszych
wynikdéw w poréwnaniu z losowaniem bezposrednim, ma jednak zalety
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praktyczne: pozwala mniejszym naktadem pracy i w krétszym czasie pobraé
probe.

Losowanie indywidualne i zespotowe (grupowe). Losowanie indywidu-
alne ma miejsce wtedy, gdy losujemy poszczegoélne elementy danej popula-
cji. Gdy za jednostk¢ losowania przyjmujemy okreslony zestaw (grupe) ba-
danych jednostek, ktore sg elementami populacji, mamy woéwczas do czy-
nienia z losowaniem zespotowym (grupowym). Proba utworzona na podsta-
wie takiego schematu losowania powstaje z elementéw pochodzacych
ze wszystkich wylosowanych zestawow (grup).

Losowanie zespotowe mozemy zastosowa¢ wtedy, gdy nie jest dany
operat losowania i elementy pogrupowane sa w zespoty, zawierajace pewnag
liczbe elementow populacji. Taka sytuacja moze wystgpi¢ w przypadku bar-
dzo duzej populacji, rozmieszczonej na duzym obszarze. Z mniejszych re-
gionow probe znacznie tatwiej pobrac, niz z duzych poprzez losowanie pro-
ste lub warstwowe z calo$ci. Zaléozmy, ze populacja generalna podzielona
zostata na M zespoldw, a sposrdd wszystkich M zespotow wybieramy
m zespotow. Mozemy wyr6zni¢ dwa przypadki. W pierwszym przypadku
pobieramy do proby kazdy element z kazdego z m zespotéw i mamy wow-
czas schemat losowania zespolowego jednostopniowego. W drugim przy-
padku losujemy m zespoldéw, a potem z kazdego z nich losujemy n elemen-
tow. Ten schemat losowania nazywa si¢ losowaniem zespotowym dwustop-
niowym.

Losowanie nieograniczone i ograniczone. Losowanie nieograniczone ma
miejsce wtedy, gdy losujemy z catej populacji. W przypadku, kiedy losowa-
nia dokonujemy z poszczegoélnych czesSci populacji, na ktére podzielono
populacj¢, to dokonujemy losowania ograniczonego. Nalezy pamigtaé,
ze losujemy z kazdej czgsci oddzielnie. Czgsciami populacji mogg by¢ tzw.
warstwy, rozlaczne i wewnetrznie jednorodne.

Losowanie warstwowe. Czesto zdarza si¢, ze w populacji istniejg rozne
grupy, wewnatrz ktorych elementy s pod pewnym wzgledem do siebie po-
dobne. W takich przypadkach mozemy zwigkszy¢ precyzje doboru proby
(tj. zmniejszy¢ wariancje estymatoréw), czy tez zmniejszy¢ koszt przepro-
wadzenia badania przez oddzielne traktowanie roznych grup. Technika pole-
gajaca na losowaniu proby z kazdej warstwy, a nast¢pnie usrednianiu wyni-
kéw nazywa si¢ losowaniem warstwowym.

W losowaniu warstwowym zaktadamy, ze populacja N-elementowa mo-
ze zosta¢ podzielona na m Nj-elementowych grup, i = 1,2,...,m. Wszystkie
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m warstw to warstwy roztgczne; suma ich liczebnosci stanowi calg popula-
cje: Ny + Ny +...+N, =N.

W praktyce stosuje si¢ dwa podstawowe rodzaje losowania warstwowe-
go: losowanie proporcjonalne i losowanie warstwowe optymalne. Nazwy te
pochodza od sposobu roztozenia, czyli tzw. lokalizacji catej proby miedzy
poszczegdlne warstwy. Jezeli z kazdej warstwy wylosujemy do proby liczbe
elementéw proporcjonalng do wielkosci warstwy, to losowanie warstwowe
nosi nazwe losowania proporcjonalnego, jesli zas losujemy z poszczegolnej
warstwy liczbe elementéw do proby proporcjonalng nie tylko do wielkosci
danej warstwy, lecz i odchylenia standardowego badanej cechy w warstwie,
to losowanie warstwowe nosi nazw¢ losowania optymalnego badz losowania
Neymana.

Przy szacowaniu warto$ci $redniej m cechy mierzalnej w populacji
w oparciu o schemat losowania warstwowego proby stosujemy estymator,
ktory jest wazong $rednig ze wszystkich uzyskanych w poszczegolnych war-
stwach. Wariancja tego estymatora ma ro6zng posta¢ w zaleznosci od tego,
czy losowanie warstwowe bylo proporcjonalne, czy optymalne.

Losowanie systematyczne. Jezeli elementy populacji sa ponumerowane
lub wystepuja co pewien, Scisle okreslony czas, wowczas proba moze by¢
wylosowana w ten sposob, ze w jej sktad wchodzg jednostki oddzielone
od siebie statymi przedziatami liczbowymi lub czasowymi. Aby wybrac¢
n-elementowg probe systematyczng sposrod N elementéw populacji, dzieli-
my te N elementéw populacji na n grup po k elementéw kazda i stosujemy
nastgpujaca regulte: z pierwszych k elementéw populacji wybieramy losowo
jeden element, w kolejnym kroku wybieramy kazdy k-ty element po nim
az do uzyskania n-elementowej préby. Taki typ losowania nie daje jednako-
wych szans trafienia do préby wszystkim elementom. Np. do proby wiacza-
my co 20-tg (k=20) jednostke az do uzyskania liczebnosci 40 potrzebnych
elementow. Pierwszy element wybieramy losowo sposrod liczb catkowitych
od 1 do 20. Jesli wylosowana liczba ma numer 7, to proba systematyczna
bedzie zawiera¢ elementy: 7, 7+20 = 27, 27+20 = 47 i tak dalej, az do uzy-
skania 40 potrzebnych elementow. W przypadku, gdy k = N/n nie jest liczba
catkowita, wtedy przyjmujemy za k liczbe naturalng najblizszg tej wartoSci.
Oprocz tatwosci wybierania proby w sposob systematyczny, metoda ta ma
inne zalety: jesli k = N/n, to estymator z proby wartosci $redniej jest niecob-
cigzony, losowanie systematyczne jest bardziej precyzyjne niz losowanie
proste (dzieli populacj¢ na n k-elementowych warstw). Rdznica miedzy lo-
sowaniem prostym a systematycznym polega na tym, ze losowanie systema-
tyczne jest bardziej rownomierne niz losowanie warstwowe, gdyz w losowa-
niu warstwowym proby z kolejnych warstw losuje si¢ oddzielnie. Losowanie
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to poréwnuje si¢ czasem z losowaniem zespolowym, jako technike wybiera-
nia jednego zespotu z populacji wszystkich k zespotow.

Odmowa odpowiedzi stanowi jeden z powazniejszych problemoéw poja-
wiajacych si¢ w praktyce losowania proby, bowiem oznacza utrat¢ informa-
cji. Jesli pobieramy probe tylko z warstwy o0sob odpowiadajacych, wtedy
pojawia si¢ btad obcigzenia. Nalezy zatem pobraé probe takze z warstwy
nieodpowiadajacych, co jest trudne do wykonania, bo niektérzy respondenci
twardo nie chcg bra¢ udzialu w badaniu. Mozna w takiej sytuacji pobrac¢
niewielka losowg probe sposrod nieodpowiadajacych i zadaé dwa pytania,
z czego jedno krepujace, drugie obojetne, aby oceni¢ prawdopodobienstwo
udzielenia odpowiedzi na krepujace pytanie. Zachowujac prywatno$¢ re-
spondentdéw mozemy obliczy¢ zagregowang odpowiedZ na krepujace pyta-
nie.

Przedstawili$my kilka zaawansowanych metod doboru proby, ktére po-
zwalajg na uzyskanie dobrej precyzji badania. Nie wyczerpuje to obszernego
tematu, dotyczacego pobierania proby losowej, ktory zostat szerzej rozwi-
nigty takze w innych opracowaniach.

Badamy ceche X populacji. Niech X, X, .., X, beda zmiennymi loso-
wymi niezaleznymi o jednakowym rozktadzie, takim jak rozktad cechy X.

Proba losowa n-elementowa ze wzglgdu na cechg¢ X (proba
n-elementowa) jest to zmienna losowa n-wymiarowa X, X,, .., X,. Zmienna
losowa X, jest modelem warto$ci cechy X pierwszego elementu wylosowa-
nego z populacji do proby, X, modelem drugiego elementu itd. Losujac
ze zwracaniem powodujemy, ze kazdy element populacji ma taka samag
szans¢ trafienia do proby, dlatego przyjmuje si¢, ze zmienne losowe sa nie-
zalezne [4]. Kazdg warto$¢ xi, X; ,..., X, proby nazywamy realizacjg proby
lub takze proba. Schematy i techniki losowania przedstawimy w aneksie.

Przyktad 5.1
Rozwazmy populacje gospodarstw domowych w Radomiu. Populacje te
badamy ze wzgledu na cech¢ X-liczbe os6b w gospodarstwie. Z populacji
pobieramy probe S-elementowsa, a zatem losujemy ze zwracaniem 5 gospo-
darstw domowych. Przypusc¢my, ze otrzymalismy warto$¢ cechy X: 3, 2, 1,
4, 3. Wynika stad, ze zmienna losowa X; oznaczajgca liczb¢ oséb w wylo-
sowanym pierwszym gospodarstwie domowym przyjeta warto$¢ 3, zmienna
losowa X, oznaczajaca liczbe 0s6b w wylosowanym drugim gospodarstwie
przyjeta wartosc¢ 2 itd.

Proba (X, Xo, .., X,) przyjeta warto$¢ (3, 2, 1, 4, 3). Zatozmy, ze bada-
nie powtorzono, otrzymano nast¢pujgce wartosci cechy X: 3, 2, 1, 4, 3.
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Otrzymali$my inng warto$¢ proby, a mianowicie (3, 2, 1, 2, 4). Ciagi (3,2, 1,
4,3)i(3,2, 1, 2, 4) sa realizacjami proby (X, X,, X3, X4, Xs).

Aby mozna bylo przeprowadzi¢ analiz¢ statystyczng nalezy przeksztatcic¢
prébe, czyli rozpatrywac funkcje proby. Funkcje proby nazywamy statysty-
kami U, = g(Xi, Xy, .., X,). Rozklad statystyki U, bedacej funkcja proby
zalezy od rozktadu w populacji i od liczebnos$ci proby.

Przyktad 5.1 (cd.)
Jezeli chcemy wyznaczy¢ srednig liczbg 0sob w gospodarstwach domowych
wybranych do proby, to nalezy rozwazy¢ zmienng losowa. Zmienna ta jest
funkcjg proby X;,X,,X3,X4,Xs5 — jest zatem statystyka. WartoSciami
(realizacjami) tej statystyki dla realizacji wybranej proby sg liczby:

_3+2+1+4+3 _3+2+1+2+4

Ujs 22,6, Ujs 22,4.

W tym przyktadzie statystyka jest Srednia z proby.

Jednym z najwazniejszych problemow wnioskowania statystycznego jest
umiej¢tno$¢ wyznaczania teoretycznego rozktadu prawdopodobienstwa da-
nej statystyki U,. Rozklad prawdopodobienstwa na ogoét zalezy od nastepu-
jacych czynnikow:

e liczebnosci proby,

e schematu (sposdbu) losowania elementéw do proby,
¢ rozktadu populacji, z ktdrej proba pochodzi,

¢ postaci funkcyjnej g, okreslajacej statystyke U,

Ze wzgledu na liczebno$¢ proby wyrdzniamy dwa podstawowe typy
rozkladow statystyk: rozktady doktadne i rozktady graniczne.

Rozkladem doktadnym statystyki U, nazywamy rozktad prawdopodo-
bienstwa U, wyznaczony dla kazdej liczby naturalnej n, ktorg traktuje si¢
jako parametr znany tego rozktadu i oznaczajgcy liczebnos¢ proby losowej
X. Rozktady doktadne znajdujg zastosowanie najczgsciej w badaniach repre-
zentacyjnych, w ktérych mamy do czynienia z mata liczbg obserwacji (n jest
rzgdu co najwyzej kilkudziesigciu).

Rozkladem granicznym statystyki U, nazywamy rozktad prawdopodo-
bienstwa U,, ktéory otrzymujemy przy duzej probie, czyli dla
n — oo, Jest to taki rozklad, ktorego dystrybuanta jest granicg ciggu dystry-
buant rozktadéw doktadnych statystyki U, przy n — oo.

Okreslenie ,,duza proba” nie oznacza jednej liczby, za pomoca ktorej
wyrazamy liczebno$¢ proby. Ma to zwigzek z szybkos$cig zbieznosci doktad-
nego rozkladu statystyki U, do jej rozkladu granicznego. Dla niektorych
statystyk przyjmujemy n>30, dla innych postulat ten spelnia dopiero
n>100. Najczesciej obserwowanym typem rozkladu populacji, z ktorej
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losujemy prébe jest rozktad normalny, a najczes$ciej wykorzystywane we
wnioskowaniu statystycznym statystyki to: miary skupienia, rozproszenia,
korelacji, statystyki pozycyjne, momenty z préby. Ogromne znaczenie maj3:
srednia arytmetyczna, wariancja, odchylenie standardowe, mediana, wspot-
czynnik korelacji i wspotczynnik regresji. Pomijamy metody wyznaczania
doktadnych statystyk ze wzgledu na objeto$¢ opracowania.

5.2.Srednia z préby n-elementowej

Srednia z proby n-elementowej jest to statystyka
— 1
Xp=—2.X%;.
S

Jezeli cecha X populacji ma wartos¢ oczekiwanag m i wariancje o7,
2
to E(X,) =m, D?(X,) =", DX,)=— .
n Jn
Jezeli cecha X populacji ma rozktad normalny N(m, ), to $rednia aryt-

metyczna X, ma rozktad normalny N(m,ij .Wynika to z wlasnos$ci roz-

Vi

ktadu normalnego.

Przyktad 5.2.1
Wiadomo, Ze cecha X populacji ma rozktad normalny N(3,1). Obliczy¢ na-
stepujace prawdopodobienstwa:
a) P(X-3|<0,1), b) P(Xi6 -3 <0.1, ¢) P(Xjsa —3) <0.1.

Rozwigzanie
a) P(X-3]<0,1)=2-®(0,1)-1=2-0,5398 — 1 =0,08.

b) statystyka X, ma rozktad N£3,LJ , czyli N(3, %), stad

J16
P(X16—3]) < 0.1=P(X;6 -3 :%) <0, :%z 2-(0,4) — 1
=2:0,4556 — 1 =10,30.
c) statystyka X;44 ma rozktad N(3,;J, czyli N(3,éj

V144

- - 1 1
P(Xj44 —3)) < 0,1 = P([X 44 3| 1) <01 =20(1,25) - |

=2-0,8944 - 1=1,7880 -1 =0,7880.
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Zauwazamy, ze prawdopodobienstwo dla zmiennej losowej X jest mate, dla
wartosci X6 umiarkowane, za$§ dla wartosci X144 duze. Srednia arytmetyczna
duzej liczby zmiennych losowych ma rozktad skupiony przy wartosci ocze-
kiwanej.

Przyktad 5.2.2
Z populacji o rozktadzie normalnym i odchyleniu standardowym o pobrano
probe losowa o liczebnosci n. lle razy nalezy zwigkszy¢ liczebno$¢ proby,
aby odchylenie standardowe Srednie arytmetycznej z proby zmalato trzy-
krotnie?

Rozwigzanie
Oznaczamy liczebno$¢ proby przez N. Z warunkow zadania wynika, ze za-
chodzi rownos¢:

4

2 2
G_=9L’ stqdlz—, a zatem N = 9n.
n N n N

Aby zmniejszy¢ odchylenie standardowe $redniej arytmetycznej z proby
trzykrotnie, musimy zwigkszy¢ liczebnos¢ proby dziewigciokrotnie.

5.3. Wariancja i odchylenie z préoby n-elementowej

Wariancja z proby n-elementowej jest to statystyka

12 -
S2=—3(X;-X,)%.
nj=q

Odchylenie z proby n-elementowej jest to statystyka

Sh z\/l %(Xi _in)2 .

nj—

Jesli elementy proby mato roznig si¢ od siebie, wowczas realizacja sIZl

statystyki SIZ1 jest liczba bliska zera. Jesli natomiast elementy proby roznig
si¢ znacznie od siebie, to realizacja jest duza liczbg. Podobnie dzieje si¢

z odchyleniem standardowym. A zatem, statystyki SIZ1 i S, sg miarami zroz-
nicowania elementéw proby wzgledem $redniej z proby.
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Z wariancjg z proby zwigzane sg statystyki
— n _ - n
§2 =3 (%X, oraz 82 =L (%, -m)?,
n-1lj ni|
gdzie m oznacza warto$¢ oczekiwang cechy X w populacji. Miedzy statysty-
kami §121 i §121 wystepujg zwigzki:
$2 =" Q2 gz 082 =(n-1S2 = ¥ (X; - X, )?
n — 1 n n — n — - 1 n N
1=

Jezeli zatozymy, ze cecha X populacji ma rozktad normalny N(m, o),

to statystyka
nglzl _ i(Xi —mjz

o> -\ ©

jest sumg kwadratéw n niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie nor-
malnym N(0,1), a zatem ma rozklad ¥* z n stopniami swobody.

Statystyka
— \2
n-Sp _ 3(Xi=X,
2

o i=1 o

Q2

n
62
nica X; —X,, . Dowodzi si¢, Ze ma ona takze rozklad %, lecz z n-1 stopnia-

mi swobody.

e . n
rozni si¢ tym od statystyki

, ze zamiast r6znicy X; — m wystepuje roz-

Jezeli cecha X populacji ma wariancje o, to ciagi {Sﬁ},{gﬁ},{gﬁ}sa(
zbiezne wedlug prawdopodobienstwa do wariancji o, za$ ciagi

{Sn},{gn},{gn}sa( zbiezne wedlug prawdopodobienstwa do odchylenia

standardowego o. Gdy préba jest liczna wartosci statystyk Srzl, §121, §121 mogag

stuzy¢ do oceny wariancji o°, za$§ wartosci statystyki S,,S,,S, do oceny
odchylenia standardowego c. Wartosci oczekiwane statystyk Sﬁ,gﬁ,gﬁ Sa
nastepujace:

Bs2)=""152, E@?)=02, EE2)=0c?.
n
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Przyktad 5.3.1
Z populacji o rozkladzie normalnym N(m, 4) wylosowano 10-elementowa
probe. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wariacja z proby S* przekroczy
liczbe 20.

Rozwigzanie

Wykorzystamy fakt, ze statystyka %Sz ma rozktad y* o n-1 stopniach swo-
c

body, a zatem:

n _,_n
g2 90
(52 (52
P(Sfy <20) = P{%Sz < %-20} - P(%SZ < 20} -
(¢} o (e} 16

- P(%Sz < 12,5] ~0815,
(¢)

Z warunkéw zadania wynika, ze

P(S? >20)=1-P(S, <20)=1 0,815 =0,185.

Korzystajac z tablic rozktadu y* dla 9 stopni swobody oraz z prawdopodo-
bienstwa przeciwnego obliczyliémy szukane prawdopodobienstwo.

Przyktad 5.3.2

Z populacji o rozkladzie normalnym N(m, V2 ) wylosowano probe
9-clementowa. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wariancja z proby S* nie
przekroczy liczby 4.

Rozwigzanie

Poniewaz statystyka %SZ ma rozktad ¥* o n-1 stopniach swobody, stad
c

n_,_n
—S“<—-4
o’ o’
2 n.2_n n_2_9
P(Sg S4)=P(—S S—-4J=P(—S S—'4}=
o’ o’ o’ 2

- P[LZSZ < 18} ~0,978
c

Korzystajac z tablic rozktadu % znajdujemy dla 8 stopni swobody szukane
prawdopodobienstwo.
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5.4. Statystyka Studenta z préoby

Definicja rozkiadu t-Studenta (Gosseta) z n stopniami swobody jako

rozktadu zmiennej losowej jest nast¢pujaca:
T= X ,

Y[l

n

gdzie X jest zmienng losowa o rozkladzie normalnym N(O, 1), Y, jest
zmienng losowa o rozktadzie x* z n stopniami swobody. Zaktadamy ponadto,
ze X, Y sa zmiennymi losowymi niezaleznymi (porownaj definicje
z rozdz. III). Jesli cecha X populacji ma rozktad normalny N(m, o), to staty-
styka

ma rozklad t-Studenta z n-1 stopniami swobody. Do rozktadu t-Studenta
siggamy miedzy innymi wtedy, gdy nie jest znana warto$§¢ odchylenia stan-
dardowego o populacji, ktora posiada rozktad normalny. Szczegolnie
w przypadku matej proby, gdy nie mozna zastosowac statystyki X przydat-
na okazuje si¢ statystyka t-Studenta.

Przyktad 5.4.1
Z populacji o rozkladzie normalnym N(12, ¢) i nieznanym odchyleniu stan-
dardowym pobrano probe losowa.
a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze srednia arytmetyczna w probie 10-ele-
mentowej jest wigksza od 11,5? Odchylenie w tej probie wynosi 1,5.
b) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze s$rednia arytmetyczna w probie
50-elementowe;j jest wigksza od 11,57
Rozwigzanie

X, —m

a) Zmienna losowa U, = -/n—1 ma rozktad t-Studenta z 9 stop-

n
niami swobody.

P(X >11,5)= P£X1_512 A10-1 >%-\/10—1j=

P(Ug >-1)=1-P(Ug <-1)x1-20 =1-0,15=0.85.
Prawdopodobienstwo, ze Srednia z proby 10-elementowej jest wigksza
od 11,5 wynosi 0,85.
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b) Korzystamy z faktu, ze dla duzych n rozktad statystyki

X, —m

U, = -a/n—1 jest zbiezny do rozktadu N(0,1), stad

n

P(X >11,5)= P(Xl_slz A50-1 >%.«/50—1J=

9

P(U > _105’5 : 7} =P(U<-2,33)=0,5+®(2,33) ~0,5+0,4893 = 0,9893 .

9

Prawdopodobienstwo, ze $rednia z proby jest wicksza od 12,5 wynosi
0,9893.

5.5.Rozklad frakeji z proby

Rozwazajac rozklad wskainika struktury (frakcji z proby) wprowadzi-
my oznaczenia:
Y.— zmienna losowa oznaczajaca liczb¢ sukcesow w n doswiadczeniach
Bernoulliego,
p— prawdopodobienstwo sukcesu w jednym doswiadczeniu (q = 1-p),

% — wskaznik struktury (czestosé¢ sukcesu, frakcja).

Poniewaz zmienna losowa Y, ma rozkltad dwumianowy z parametrami n
i p, to na mocy integralnego twierdzenia Moivre’a-Laplace’a ma ona rozktad

w przyblizeniu normalny N(np,+/npq), a zatem czgsto$¢ sukcesu % ma

rozktad w przyblizeniu normalny N(np,,/%). Tak wigc czestos¢ sukcesu

n

YT ma rozklad w przyblizeniu normalny (asymptotycznie normalny)

N(np, %), gdzie p jest prawdopodobienstwem sukcesu w jednym do-

swiadczeniu.
Rozktad frakcji z proby p jest rozktadem dwumianowym z parametrami

n i p, gdzie n jest liczebnosciag proby, a p frakcja elementow danej kategorii
w populacji. Gdy liczebnos¢ proby n wzrasta, wowczas znajduje zastosowa-
nie centralne twierdzenie graniczne. Gdy p = 0,5, tzn. w przypadku rozktadu
symetrycznego, rozktad dwumianowy jest bliski normalnemu przy wszyst-
kich n.

Symetria rozktadu powoduje, ze zbiezno$¢ rozktadu do normalnego jest
szybka. Rozwazmy przypadek, gdy rozktad dwumianowy nie jest syme-
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tryczny zaktadajac ze p=10,25, zas n=2,n=5, n=10, n = 15. Z rysunkoéw
5.5.1,5.5.2,5.5.3, 5.5.4, wynika, Ze przy matych n rozklad jest prawostron-
nie asymetryczny. Gdy liczebno$¢ proby wzrasta, to rozktad frakcji z proby
zbliza si¢ do rozktadu normalnego.

Dlan=2 p=0,3—sukces,q=1-p=0,7— porazka.

0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0 1

) ) )

0 1 2
Rys. 5.5.1. Rozkiad frakcji z proby dlan = 2

prawdopodobierstwo

Dlan=5 p=03;9=0,7

0,5 -
04 -
0,3 -

0,2 4

0,1-H |_|
0 L} L} L} l|_|
0o 1 2 3 4

Rys. 5.5.2. Rozkiad frakcji z proby dlan = 5

prawdopodobienstwo

5 X

Dlan=10 p=0,3;9q=0,7
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prawdopodobienstwo
N N
SRR VR SO N
1 1 1 J
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1

01 2 3 45 6 7 8 910
Rys. 5.5.3.  Rozkiad frakcji z proby dlan = 10

Dlan=30 p=0,3;9=0,7
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prawdopodobienstwo
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o
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o
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| 1
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o

6
9
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—

Rys. 5.5.4. Rozklad frakcji z proby dla n = 30

18
21
24
27
30

Przyklad 5.5.1
Zaktadamy, ze wsrod badanej populacji o odpowiednich dochodach i repre-
zentujacych odpowiedni styl zycia 25% jest zainteresowanych zakupem
samochodu dobrej marki. Wylosowano 100 osob z tej grupy. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze co najmniej 20% oso6b wylosowanych do proby
zakupi samocho6d?

Rozwigzanie
Stosowane w praktyce reguly zalecajg, ze postugiwanie si¢ normalnymi
przyblizeniami rozktadu frakcji jest dopuszczalne wtedy, gdy zaréwno n-p,
jak tez n-q sa wigksze od 5. Z warunkéw zadania wynika, ze n-p = 100-0,25
=25 oraz n-q = 100-0,75 = 75. Obie liczby s3 wicksze od 5, a wiec mozemy
wykorzystaé normalne przyblizenie rozktadu frakcji z proby. Srednia jest

p = 0,25, za$ odchyleniem standardowym jest 1/ 1;_q ==0,0433. A zatem
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P(p>0,20) = P(U > %): P(U > -1,15) = 0,8749 (87,49%) .

Prawdopodobienstwo, ze co najmniej 20% osob wylosowanych do proby
zakupi samocho6d dobrej marki wynosi 87,49%.



ROZDZIAL V1
ESTYMACJA PARAMETROW

Estymacja polega na szacowaniu wartosci parametréw lub postaci roz-
ktadu zmiennej losowej w populacji generalnej na podstawie rozktadu empi-
rycznego uzyskanego z proby. Wychodzimy od wynikoéw préby i na ich
podstawie formulujemy wnioski o populacji generalnej. W teorii estymacji
wyrdznia si¢: estymacj¢ parametryczng (dotyczy szacowania parametrow
rozkladu) i estymacj¢ nieparametryczng (dotyczy szacowania postaci funk-
cyjnej rozktadu, np. w postaci dystrybuanty). Do oceny parametru mozemy
zastosowac estymacje¢ punktowa lub estymacj¢ przedziatows.

6.1. Estymacja parametrow populacji generalnej

W teorii estymacji podstawowa role odgrywa pojgcie estymatora. Esty-
mator jest to wielko$¢ (statystyka, charakterystyka) wyznaczana na podsta-
wie proby losowej, stuzaca do oceny wartosci nieznanych parametrow popu-
lacji generalne;.

Estymatorem parametru ® rozktadu zmiennej losowej X nazywamy taka
statystyke: Z, =f(X{,X>,...,X,,), ktorej rozkltad zalezy od szacowanego
parametru G.

Na przyktad dla populacji generalnej o rozktadzie N(m,c) z nieznang
$rednig m i wariancjg o” statystyki X oraz S tj. $rednia i wariancja z proby
sa estymatorami, gdyz ich rozklady zaleza od odpowiednich parametrow
populacji.

Estymator jako statystyka z proby jest zmienng losow3 i jego rozktad jest
determinowany przez rozktad zmiennej losowej X w populacji generalne;.

Estymacji pewnego parametru za pomoca estymatora Z, dokonuje si¢ na
podstawie wynikow proby losowej, dlatego istnieje mozliwos¢ popetnienia
btedu.

Ocena parametru © to warto$¢ liczbowa z, =f(x,,x,,...,X,), jaka
przyjmuje estymator Z, parametru ® dla realizacji proby (x,,X,,....,X,).
Ocena z, jest zatem realizacjg zmiennej losowe;j.

Blgd szacunku (estymacji) to roznica pomigdzy uzyskang liczbowa oce-
na z, parametru © i jego prawdziwa wartoscia, tj. z, —© . Na blad szacunku,
ktory jest rGwniez zmienng losowg, maja wptyw zaréwno prawidlowy dobor
proby losowej, szczegolnie jej liczebnose, jak 1 wybor najlepszego estymato-
raZ,.
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Wlasnosci dobrego estymatora
Nieobcigzonos$¢. Estymator Z parametru ® nazywamy nieobcigzo-
nym, jezeli jego warto$§¢ oczekiwana jest rowna szacowanemu parametrowi.
Gwarantuje on, ze za jego pomoca mozliwe jest uzyskiwanie ocen wolnych
od bledu systematycznego, tj.
A E(Z2)=0.
neN

Zgodnos¢. Estymator Z parametru ® nazywamy zgodnym, jesli jest sto-
chastycznie zbiezny (zbiezny wedlug prawdopodobienstwa) do szacowanego
parametru O, tj.

lim P{Z, -©|<e}=1.
n—>o0

Estymator jest zgodny, gdy podlega prawu wielkich liczb. Jezeli liczeb-
no$¢ proby rosnie, to prawdopodobienstwo, ze warto$¢ estymatora Z rdzni
si¢ dowolnie mato od wartosci parametru ® zbliza si¢ do 1. Przy konkretnej
(matej) probie kryterium zgodnosci nie znajduje zastosowania.

Efektywnosé. Nieobcigzony estymator Z parametru ® nazywamy efek-
tywnym, gdy ma najmniejsza wariancj¢ sposrod nieobcigzonych estymato-
row tego parametru. Poziom wariancji jest tu miarg efektywnos$ci estymato-
row. Estymatory efektywne nie zawsze istnieja.

Dostatecznos¢ (wystarczalnosc). Estymator Z parametru ® nazywamy
dostatecznym, gdy zawiera wszystkie informacje, jakie na temat parametru
® wystepujg w probie i1 zaden inny estymator nie moze da¢ dodatkowych
informacji o szacowanym parametrze.

Dla zrozumienia wielu waznych rozktadow stosowanych w praktyce
kluczowe znaczenie ma pojgcie stopni swobody. Pozwala ono wyjasnic,
dlaczego wariancja proby S? jest nieobcigzonym estymatorem o2, a wigc
pozwala odpowiedzie¢ na pytanie, dlaczego licznik wzoru na wariancj¢ S?
dzielimy przez n — 1, a nie przez n.

Przyktad 6.1.1
Rozwazmy wyniki obserwacji czterech zmiennych X, X,, X3, Xy, ktorych
warto$ci z proby sg nastgpujace: x; =4, X, = 6, X3 = 10, x4 = 12. Obliczamy:

Interesuje nas, ile z czterech mozliwych wynikéw obserwacji zmiennych X,
X, X3, X4, mogloby si¢ swobodnie zmieniac¢? Ilu wynikom obserwacji moz-
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na przypisa¢ dowolne wartosci, jesli ich $rednia jest znana? Zatdézmy, Ze nie
znamy warto$ci zmiennej X4 w probie, mamy wigc: Y4 (4+6+10+x4) = 8.
Rozwigzujac to rownanie z jedng niewiadomag znajdujemy nieznang
wartos¢ x4 = 12.

Gdy w zbiorze n wynikdéw nie znamy jednego z nich, ale znamy $rednig
wszystkich n wynikow, wowczas ten wynik jest w istocie znany, bo tatwo
wyznaczony przez n — 1 wynikdéw obserwacji oraz warto$¢ srednig. Czwarty
mozliwy wynik nie moze si¢ swobodnie zmieniac.

Gdy w zbiorze n wynikow obserwacji nie znamy wigcej niz jednego
z nich, np. dwoch zmiennych: X3 i Xy, ale znamy $rednig z proby, wtedy
mozemy napisa¢ roOwnanie:

Ya (4+6+x3+%4) = 8, a stad 4+6+x5+x4 = 32.

Otrzymali$my rownanie z dwiema niewiadomymi, ktorego nie mozemy
jednoznacznie rozwigzaé. Istnieje pewien stopien swobody; te wartosci mo-
ga si¢ swobodnie ,,poruszacé”. Jezeli przypiszemy jednemu z tych nieznanych
wynikow okre§long warto$¢, to wartos¢ tego drugiego moze by¢ ustalona na
podstawie trzech wynikow obserwacji i znanej $redniej. Mamy jeden stopien
swobody.

Gdy rozpatrujemy n mozliwych wynikdw obserwacji i znamy ich $red-
nig, to $rednia dziata jako ograniczenie na wyniki obserwacji, pozostawiajac
nam n — 1 stopni swobody. Srednia jest ograniczeniem w tym sensie, ze su-
ma odchylen od sredniej musi by¢ rowna zero. W naszym przykladzie od-
chylenia przyjmuja wartosci:

d=x-X=4-8=-4,
d2:X3—i :6—8:—2,
d3:X3—i = 10—8:2,
d4:X3* X =12-8=4.

Zauwazamy, ze suma odchylen d; + d,+ d; + dy=(4) +(-2) +2+4=0.
Dowolne trzy odchylenia od znanej $rednie moga zmieniac si¢ swo-
bodnie bez naruszenia ograniczenia, jakim jest X =8, o ile tylko
czwarte odchylenie zostanie tak dobrane, aby suma wszystkich odchy-
len sprowadzata si¢ do zera. Ponownie zauwazamy, ze gdy $rednia
jest znana, to tylko n — 1 wynikéw obserwacji moze si¢ swobodnie
,porusza¢”, a wigc mamy n — 1 stopni swobody.

Jesli warto$¢ ktoregokolwiek wyniku obserwacji jest nieznana, to mo-
zemy obliczy¢ jej odchylenie od sredniej wiedzac, ze suma odchylen musi
by¢ rowna zero. Wynika to z wlasno$ci sredniej arytmetyczne;.
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Rys. 6.1.1. Cztery odchylenia wynikow obserwacji od ich sredniej

Skoncentrujemy si¢ na wariancji z proby S, ktora jest suma kwadratow
odchylen wynikow obserwacji od $redniej podzielong przez liczebnos¢. Gdy
mamy do czynienia z danymi opisujacymi calg populacje, wéwczas warian-
cje definiujemy nastepujaco:

| N
o’ =—>(x;—m)’.
n i

W przypadku zbioru danych, ktére sg probami z populacji, a nie catymi po-
pulacjami, nalezy postugiwac si¢ definicja wariancji:
RIS (x; —%)*.
n-1;i5

Poniewaz obliczenie wariancji zaktada znajomo$¢ X i n wynikéw ob-
serwacji, to jak wiadomo z wczesniejszych rozwazan tylko n — 1 wynikow
obserwacji moze by¢ dowolnie ustalonych. Dlatego tez, jesli chcemy postu-
giwa¢ si¢ $rednim odchyleniem kwadratowym jako miarg zmiennoS$ci
w probie, to przeci¢tna powinna opierac si¢ tylko na n — 1 swobodnych wy-
nikach obserwacji.

Wyjasniony zostat powdd, dla ktorego obliczajac S?, nieobcigzony esty-
mator wariancji w populacji 62, sume¢ kwadratow odchylen od $redniej dzie-
limy przez n — 1. Intuicyjne zrozumienie pojecia stopni swobody jest bardzo
wazne w wielu zastosowaniach. Liczba stopni swobody jest rowna liczbie
wszystkich pomiaréw (ktora nie musi by¢ rowna liczbie wynikow obserwa-
¢ji) pomniejszonej o liczbg wszystkich ograniczen narzuconych na te pomia-
ry. Ograniczeniem jest kazda wielko$¢, ktora zostaje obliczona na podstawie
tych samych pomiarow.
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Przyktad 6.1.2
Kierownik pewnej firmy ustugowej dysponuje suma 5 000 zl, ktéra ma by¢
rozdzielona w cato$ci na doskonalenie pigciu stanowisk pracy. Ile stopni
swobody ma kierownik?

Rozwigzanie
Zatozenie, ze na doskonalenie pigciu stanowisk wydana bedzie suma 5 000
7t oznacza, ze $rednio biorac na kazde stanowisko przeznaczy sie 1 000 zt.
Kierownik moze swobodnie wybiera¢ (w granicach 5 000 z1) sumy przezna-
czone na doskonalenie czterech stanowisk. Gdy te sumy przydzieli, nie be-
dzie juz mogt rozwazaé, ile przydzieli¢ na rozwoj ostatniego, pigtego stano-
wiska, bo to musi by¢ suma doktadnie réwna roéznicy miedzy cata suma
a sumg przydzielong czterem stanowiskom. Kierownik ma zatem 1 stopien
swobody.

6.1.1. Estymacja punktowa

Estymacja punktowa polega na ocenie nieznanej wartosci parametru ®
w populacji za pomoca jednej konkretnej liczby, otrzymanej z wynikow
badan proby losowe;.

Estymatorem $redniej arytmetycznej z populacji generalnej E(X)=m
jest érednia arytmetyczna z proby losowej X o rozkladzie normalnym
w przypadku duzych prob oraz o rozktadzie t-Studenta dla matych prob.

Estymatorem czgstos$ci wzglednej z populacji generalnej E(W) = p; jest
czesto$¢ wzgledna (wskaznik struktury) z proby losowej w; o rozkladzie
normalnym w przypadku duzych prob oraz o rozkladzie Bernoulliego dla
matych préb.

Estymatorem wariancji z populacji generalnej E(S*(X)) = V(X) jest wa-
riancja z proby S* o rozktadzie normalnym w przypadku duzych préb oraz
o rozktadzie y* (chi kwadrat) dla matych prob.

Przy ocenie punktowej prawdopodobienstwo tego, ze estymator przyj-
mie warto$¢ rowna wartosci szacowanego parametru jest bliskie zeru ponie-
waz oceny tego samego parametru uzyskane z réznych prob w oparciu
0 ten sam estymator rdznig si¢ prawie zawsze mig¢dzy sobg. Oznacza to,
ze z prawdopodobienstwem bliskim jednosci popelniamy blad, szacujac
punktowo parametr ® w populacji. Dlatego lepsze (wiarygodniejsze) osza-
cowanie parametru ® uzyskuje si¢ stosujac estymacje przedziatlowa.
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Przyktad 6.1.1.1
W pewnym miescie wylosowano 10 sklepéw w okreslonym dniu i zbadano
cen¢ butdw (w zt) dostarczanych przez producentow A i B. Rezultaty ob-
serwacji przedstawiono w tabeli (dane umowne).

Sklep Cena butow (w zt) | Producent
1 120 A
2 117 A
3 116 A
4 118 A
5 112 B
6 119 A
7 115 B
8 116 A
9 114 B
10 118 A

a) Oszacowac przecietng ceng butow w okreslonym dniu w catej zbiorowo-
$ci (w catym miescie),

b) Oszacowa¢ odchylenie standardowe ceny butow w okreslonym dniu
w badanym miescie,

¢) Oszacowa¢ odsetek (frakcje) butow pochodzacych od producenta A
wsrdd ogotu butdw,

d) Wyznaczy¢ blad standardowy frakcji butow pochodzacych od producenta
A.

Rozwigzanie

Tablica obliczeniowa

Sklep Cel(ljvbzlll;ow Producent Xi— X (xi— X )
1 120 A 3,3 10,89
2 117 A 0,3 0,09
3 116 A -0,7 0,49
4 118 A 1,3 1,69
5 112 B -4,7 22,09
6 119 A 23 5,29
7 115 B -1,7 2,89
8 116 A -0,7 0,49
9 114 B 2,7 7,29
10 118 A 1,3 1,69

Razem 1167 X X 52,90

a) wiedzgc, ze estymacja punktowa sprowadza si¢ do znalezienia jednej
warto$ci stuzacej do oszacowania nieznanej sredniej ceny butow w calym
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miescie, znajdujemy $rednig arytmetyczng (X ) na podstawie proby. Ko-
rzystajac z tablicy obliczeniowej mamy

g):

X

x=1i=L :—1167 =116,7 .
n 10

Przecigtna cena butow w tym miescie, pochodzacych od producentow A i B
wynosi 116,7 zt.

/ 2
b) s = > (x;—X) _ [52,90 _2.42.
n—1 10-1

Odchylenie standardowe ceny butow dostarczanych przez producentow A
i B w badanym miescie wynosito 2,42 zt. Oznacza to, Ze cena butow w po-
szczegblnych sklepach roznita si¢ od Sredniego poziomu o +2,42 zt, prze-
cietnie biorac.

©) p= % =0,7 (70%).

Producent A dostarcza 70% ogotu wszystkich butow do badanych sklepow.
d) btad standardowy frakcji z préby

cA:\/p(l—p):\/0,70‘0,3020’14(14%)
P n 10

Btad standardowy frakcji butow dostarczanych przez producenta A w skle-
pach w badanym mie$cie wynosi 14%.

6.1.2. Estymacja przedzialowa

Estymacja przedzialowa polega na budowaniu przedziatu liczbowego
(tzw. przedziatu ufnosci), w ktorym z okreslonym z gory prawdopodobien-
stwem bliskim jednosci bedzie zawierata si¢ warto$¢ szacowanego parame-
tru ©.

Przedziat ufno$ci budujemy na podstawie proby, gdzie obserwujemy
wartosci realizacji zmiennych losowych X;,X,,...,X, , ktorych rozklad za-
lezy od ©.

Niech Y| = g1(X(,X,,....,X,,) oraz Y, =g,(X{,X,,...,X, ) beda sta-
tystykami (nie zalezg od ©). Jezeli dla z gory ustalonego a € (0,1) spelniony
jest warunek:

Plg(Z,)<@<gy)(Z,)}=1-a,

to przedziat (Y,, Y,) nazywamy przedzialem ufnosci dla parametru O,
a liczbg 1 — o poziomem ufnosci lub wspélczynnikiem ufnosci. Oznacza to,
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ze z prawdopodobienstwem 1 — a przedzial ufnosci obejmuje szacowany
parametr ©.

Przedziat ufnosci jest przedziatem losowym i jego potozenie na osi licz-
bowej ulega zmianom. Przedziaty ufnosci sg na ogét rézne dla réznych prob.
Szacowany, nieznany parametr ® jest staly, nie jest zmienng losowa.

Poziom ufnosci jest to prawdopodobienstwo réwne 1 — a, z jakim prze-
dziat ufnosci pokrywa nieznang warto$¢ parametru ©. Najczg$ciej przyjmuje
si¢ poziom ufnosci rowny 0,90, 0,95 lub 0,99.

Dlugos¢ przedzialu ufnosci jest to roznica pomigdzy goérna g(Z,)
i dolng gi(Z,) granicg przedziatu lub koncami przedzialu, ktére sg zmienny-
mi losowymi.

Miara precyzji estymacji przedziatowej jest to dtugos¢ przedziatu ufno-
sci. Dokladno$¢ (precyzja) estymacji przedzialowej zwigksza si¢ wraz
ze zmniejszaniem si¢ dlugosci przedziatu ufnosci. Nieuzasadnione przyj-
mowanie wysokiego wspolczynnika ufnosci nie jest korzystne, poniewaz
przy ustalonej licznos$ci proby rozszerza si¢ przedziat ufnosci, czyli maleje
precyzja szacunku.

Poziom ufnoéci 1 — o ma interpretacj¢ czgstosciowa. Dla kazdej serii
niezaleznych prob o statej wielkosci n w okoto (1—a)-100% przypadkow
przedziaty ufnosci pokrywajg nieznany parametr ®, natomiast w okoto
o -100% przypadkach prawdziwa warto$¢ ® nie bedzie pokryta przez prze-
dziaty ufnosci.

Przedzial ufnosci dla wartosci przecietnej
Jezeli cecha X w zbiorowosci generalnej ma rozkltad N(m,o), to prze-
dzial ufno$ci dla parametru m ma postac:
— dla duzych prob n > 30:
= c = c
X—-t,—<m<X+t, —,
o \/H o \/H
gdzie: X — $rednia arytmetyczna z obserwacji w probie,
t, — parametr odczytywany z tablic rozktadu normalnego dla
relacji

B

o(t,) =%

— dla matych préb n<30:

<m<X+t

bl

S S
—t - -
a,n—1 /_1’1 ] a,n—1 /_n—l

lub
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X—ta,n_1%<m<§+ta’n_l%,
gdzie: t, ,_; — parametr odczytywany z tablic rozkladu t-Studenta dla
n — 1 stopni swobody,

PﬂTn—1| > t(x,nfl }: a,

Maksymalny blgd szacunku d; warto$ci przecigtnej m jest rowny po-
lowie dtugosci przedziatu ufnosci, przy czym dla:

— duzych prob
()
dg =tq T
— malych prob
S
di = tot,n—l -1

Wzgledny stopien precyzji szacunku parametru m:
_ty-o
~X-vn

Minimalna licznosé proby. Jezeli cecha X ma rozktad normalny,
to minimalng liczebno$¢ proby, niezbedng do oszacowania wartoSci prze-

cietnej m na poziomie ufno$ci 1—a, z maksymalnym bledem szacunku
nieprzekraczajagcym d obliczamy ze wzoru:

v, -100% .

Uwagi

1. Dhlugos¢ przedziatu ufnos$ci wynosi 2‘[(1i lub 2t

S1
\/H a,n—1 \/H .
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2. Przy zadanym poziomie ufnosci im wigksza jest liczebnos¢, tym krotszy
przedziat ufnosci.

3. Przy ustalonej licznos$ci proby, wraz ze wzrostem poziomu ufnosci ros$nie
rozpi¢tos¢ (dhugosé) przedziatu utnosci.

4. Im krotszy przedzial, tym mniejszy btad szacunku, co oznacza wigksza
precyzje (doktadnosc¢) szacunku.

Przyktad 6.1.2.1
Trwato$¢ pracy pewnego urzadzenia jest zmienng losowa X o rozktadzie
N(m, 100 h). Z wyprodukowanej partii pobrano probe 16 urzadzen i otrzy-
mano $rednig trwato§¢ X = 2600 h. Oszacowac $rednig trwato$¢ urzadzenia
z tej partii na poziomie ufnosci 0,95. Obliczy¢ wzgledny btad oszacowania.
Rozwigzanie
Zastosujemy przedziat ufnosci dla $redniej populacji generalnej, kiedy znane
jest odchylenie standardowe

- c -
PX—t,——=<m<X+t =l-a.

)
n ¢ An
1-a
Mamy ®(t,,) == 0,475=t, =1,96.

A zatem blad bezwzgledny, czyli polowa dlugosci przedziatu
c 196-100

dy =t,—="———=49h.

A NITS
W naszym przykladzie przedziat ufnosci bedzie wigc nastepujacy:

260020190 1 <2600+ 20190
Ji6 N
2551 <m < 2649.
de 49

Btad wzgledny 2+ =——=1,9%.

WY S T 2600

W dhugiej serii niezaleznych prob w 95 przypadkach na 100 oszacowany
przedziat bedzie pokrywal nieznang warto$¢ $rednig trwatosci urzadzenia
wyprodukowanej partii. Btad wzgledny tego oszacowania wynosi 1,9%.

Przyktad 6.1.2.2
Zaktadajagc, ze kwartalne wydatki na reklam¢ mozna uznaé za ceche
o rozkladzie N(m,c), wylosowano do proby 100 zaktadow ustugowych

1 otrzymano nast¢pujacy rozkltad wydatkow na reklame:



-135-

Kwartalne wydatki w tys. zt 0-5 5-10 | 10-15 | 15-20
Liczba zaktadow 10 20 40 30

Wyznaczy¢ na poziomie ufnosci 1 — a = 0,96 przedziat ufnosci dla przecigt-
nych kwartalnych wydatkdéw na reklame. Jaka bedzie doktadnos¢ oszacowa-
nia, gdy poziom ufnosci bedzie réwny 0,9.

Rozwigzanie
Obliczamy $rednig arytmetyczng wazong:
- 1k, 2,5-10+7,5-20+12,5-40+17,5-30
X:—in-ni: =12.
nis 100

Poniewaz odchylenie standardowe w populacji nie jest znane, przyjmujemy
o =~ S 1 obliczamy odchylenie standardowe z proby:

~ \/(2,5—12)2 10+ (7,5-12)%-20+(12,5-12)* - 40+ (17,5-12)* - 30

=4,72.
100

Warto$¢ parametru t, =2,05 odczytujemy z tablicy rozkladu normalnego
standaryzowanego dla wartosci ®(t,) obliczonej z zaleznosci:
l-o 1-0,04

D(t,)=—= =0,48.
(t)=— 5

Przedzial ufnosci dla przecigtnych kwartalnych wydatkéw na reklame:

X—t,—<m<X+t

o s
Jn "I’
4,72 4,72
12—-t, —<m<12+t, —,
V100 v100

12-2,05-0,472<m<12+2,05-0,472,

11,032 <m < 12,968.
Mozemy stwierdzi¢ z prawdopodobienstwem 0,96, ze zaklady przeznaczaja
kwartalnie na reklame¢ nie mniej niz 11032 zt 1 nie wigcej niz 12968 zt.
Maksymalny btad szacunku wynosi:

S _205-+72 _0.96s.

4100

d-

=t —
X (X\/H
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Wyniki obliczen przedziatu ufnosci oraz maksymalnego btedu szacunku dla
poziomu ufnosci 1 -a =0,9:

11,221 <m <12,779,
d, =0,779.

Dla poziomu ufnosci 0,9 otrzymano krétszy przedzial ufnosci i mniejszy
btad szacunku, tj. wigksza doktadnos$¢ oszacowania. Oznacza to, Ze im jeste-
$my bardziej ufni, tym mniej precyzyjni.

Przyktad 6.1.2.3
Poddano badaniom wydatki na odziez w rodzinach pigcioosobowych.
Z populacji tych rodzin wylosowano probe 289-elementowg. Na podstawie
przeprowadzonych badan ustalono przecietng skale wydatkéw na odziez na
poziomie X =100 zt. Badania z lat ubiegtych wykazaty, ze rozktad wydat-
kow na odziez jest rozktadem normalnym o statej wariancji ¢ =576. Wy-
znaczy¢:
a) przedzial ufnos$ci wydatkéw na odziez w rodzinach pigcioosobowych,
przyjmujac poziom ufnosci 1 —o = 0,98,
b) maksymalny btad szacunku,
c) wzgledny stopien precyzji szacunku parametru m,
d) minimalng liczno$¢ proby dla poziomu ufnosci 0,98 i 0,95 oraz porow-
na¢ wyniki.
Rozwigzanie
a) obliczamy przedziat ufnosci dla wartosci $redniej majac dane: X =100,
c=24:

(,=235  dla d(t,)=1-% =2

=0,49,
2 2

(&)
t, <m<X+t,—,
= Jn

96,68 <m < 103,32.

Mozemy stwierdzi¢ z prawdopodobienstwem 0,98, ze pigcioosobowe rodzi-
ny przeznaczaja nie mniej niz 96,68 zt i nie wiecej niz 103,32 zt na zakup
odziezy.

b) maksymalny btad szacunku Wynosi:
24

d =2,35- —,—

=332.

Sk
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Btad szacunku wartosci $redniej wynosi 3,32 zk.

¢) stopien precyzji szacunku wynosi:
Vm = _ta 9 100% :—2’35 24

X-+n 100-~/289

d) minimalna liczno$¢ proby dla poziomu ufnosci 0,98 wynosi:
t, -o°  235%-576

d.’ 3,322

-100% =3,32%.

=288,6 ~ 289.

Minimalna licznos¢ proby dla poziomu ufnosci 0,95 wynosi:

t, " 195°-576

n=
d.’? 3,327

=198,7=199.

Przy wigkszym poziomie ufnosci otrzymujemy wickszag minimalng liczeb-

nos¢ proby.

Przyktad 6.1.2.4

Przeprowadzono badanie czasu trwania pewnej reakcji chemicznej. W tym
celu wykonano 10 niezaleznych do§wiadczen i otrzymano wyniki 8, 14, 10,
12,7, 13, 11, 12 10, 9 (w sekundach). Zaktadajgc, ze w okreslonych warun-

kach badany czas jest zmienng losowg o rozktadzie normalnym

a) oszacowaé przedziatowo $redni czas trwania badanej reakcji, przyjmujac

wspotczynnik ufnosci na poziomie 0,95,

b) ustali¢, jak zmieni si¢ precyzja oszacowania $redniej, jesli wielko$¢ pro-

by zwieckszymy czterokrotnie?
Rozwigzanie

_ 124 1
=—>'X; =72 106 = 10,6 sek,
0

n
LH

[y

k
S? =12(xi -X)? =i-44,4=4,44,
ni= 10

1

S=+S* =2,12 sek.
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Tablica obliczeniowa

Xj X; —X (x; - X)*
8 2,6 6,76
14 3.4 11,56
10 0,6 0,36
12 1,4 1,96
7 -3,6 12,96
13 2,4 5,76
11 0,4 0,16
12 1,4 1,96
10 —0,6 0,36
9 -1,6 2,56
106 X 44,40
a) poniewaz proba jest mata n = 10 przedziat ufnosci obliczamy ze wzoru:
= S = S
X—=tyn NS <m<X+t, I
gdzie: t,  ,— wartos¢ zmiennej losowej t-Studenta, ktorg odczytuje sig

z tablicy tego rozktadu dla n-1 stopni swobody i dla dane-
go z gory prawdopodobienstwa 1— o, tak aby spelniona
byla relacja:

P{—ta,n,l <t< ta’n,l}:l— o.

Dla 1 - o= 0,95 oraz n — 1 = 9 stopni swobody statystyka t, jest rowna
2,262. Korzystajac z obliczen, tzn. przyjmujac wartos¢ $rednig i odchylenie
standardowe z proby mozemy wyznaczy¢ przedzial ufnosci dla $redniego
czasu trwania badanej reakcji.

10,6—2,262~&<m< 10,6+2,262-£,

N NT)
9,1 <m<12,1.
Sredni czas trwania reakcji jest nie mniejszy niz 9,1 sekundy i nie wickszy
niz 12,1 sekundy, co mozemy zapisa¢ przedziatowo: [9,1 s; 12,1 s].
b) aby ustali¢ precyzje oszacowania $redniego czasu reakcji zastosujemy
WZOr:

vV =29 100%,
n

m —

X-

przyjmujac s~c, X=X .
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Dla proby 10-elementowej

~2,262-2,12

= =0,143(14,3%).
10,6-3,16

Dla proby czterokrotnie wigkszej (40-elementowe;)

_2,262-2,12
" 10,6-6,32

Gdy zwigkszymy probe czterokrotnie, to precyzja oszacowania wzrosnie
dwukrotnie.

=0,072 (7,2%).

Przedzial ufnosci dla wariancji i odchylenia standardowego

Przedziatl ufnoéci dla wariancji mozemy wyznaczy¢é wtedy, gdy cecha X
charakteryzujaca populacje¢ ma rozktad N(m, ) lub zblizony do rozktadu
normalnego (gdy liczebnos$¢ proby jest duza). W zaleznosci od tego, z jak
liczng proba mamy do czynienia oraz, jaki estymator wariancji z proby za-
stosujemy do budowy przedziatu ufnosci, przedzial ten ma postac:

nS? , nS?

— <0 < —5

X2 X1
gdzie: xlz oraz x% odczytujemy z tablic rozktadu chi-kwadrat dla n stopni
swobody (lub dla n — 1 stopni swobody, por. rozdz. V) w ten sposob,
ze dla danego poziomu ufno$ci 1—a zachodzg réwnosci:

(0}
P(y’ >x§)=5

oraz

P(x2>x%)=1—§.

Przykltad 6.1.2.6
Czas pracy zarowek produkowanych w firmie POLAM ma rozklad
N(750,6). Na podstawie 16-elementowej proby losowej obliczono

S* = 2500. Wyznaczyé 98-procentowy przedzial ufnosci dla wariancji
i odchylenia standardowego.

Rozwigzanie
Korzystamy z zaleznos$ci na przedziat ufnos$ci dla wariancji, ktéory ma zasto-
sowania dla matych prob.
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Z tablic rozktadu y*dla 16 stopni swobody odczytujemy wartosci
x; = 5,812 oraz 5 = 32,000 spetniajace warunki:

0,02
P2 >y =2 =222 001,
" >x%3) 7= "5

PO > %2) =1—%=1— 0.02 _ 99,
Przedziat ufnosci dla wariancji wynosi:
n82 2 nSz
— <o < —
X2 X1

16-2500 » 16-2500
— <00 < ——
32 5,812

1250 < 6 < 6882,3.

Stad przedziat ufnosci dla odchylenia standardowego dla n < 30 wynosi:
35,36 <6 <82,96.

Mozna przyja¢ z prawdopodobienstwem 0,98, ze odchylenie standardowe
nie bedzie mniejsze od 35,36 oraz nie bedzie wicksze od 82,96 jednostek
czasu pracy.

Przyktad 6.1.2.7
W zakladzie zatrudniajacym 1000 robotnikow wylosowano 20 osob, dla
ktorych okreslono odchylenie standardowe S = 6,4% dla wykonania normy
przez tych pracownikow. Zbudowac przedzial ufnosci pokrywajacy
z prawdopodobienstwem 0,95 nieznang warto$¢ wariancji dla wszystkich
robotnikow.

Rozwigzanie

Z tablic rozktadu y”dla dziewigtnastu stopni swobody odczytujemy warto-
sci xf = 8,907 oraz X% = 32,852 spetiajace warunki:
o 0,05

P(X2 >X§)=E—T=0,025,

0,05

P(X2>X12)=1—%:1— =0,975 .

Przedziat ufnosci dla wariancji wynosi:
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(n—1)S> PR 1)S?

e no
(Q0-1)-64 __ _(20-1)-64
32.852 8.907

3,70 < c* <13,65.

Jezeli cecha X w zbiorowosci generalnej ma rozktad normalny N(m,c) lub

jest zblizony do normalnego i liczno$¢ proby n > 30, to przedziat ufnosci dla
odchylenia standardowego o moze mieé postac:

Przyktad 6.1.2.8
Pewna firma dysponuje w Polsce siecig 300 sklepéw. W badaniach utargu ze
sprzedazy tej firmy pobrano probe losowa ztozong z 40 sklepow. Na pod-
stawie proby wyznaczono wariancje¢ dziennego utargu S* = 90 000 zi. Usta-
li¢ przedziat ufnosci dla odchylenia standardowego utargu w sklepach tej
firmy przy wspolczynniku ufnosci 0,99.

Rozwigzanie
Z tablic rozktadu normalnego odczytujemy warto$¢ t, =2,60 dla a=0,01

oraz

D(t,) = I_TO‘ _ 99 495
Wyznaczamy przedziat ufnosci dla odchylenia standardowego:
S S
<0< ,
1+ Ly 1- Ly
\2n A/2n
90000 o< /90000
1+ 2,60 _ 2,60

R

2-4 2-40

2324 <6 <4229.

Mozna przyja¢ z prawdopodobienstwem 0,99, ze odchylenie standardowe
nie bedzie mniejsze od 232,4 oraz nie bedzie wigksze od 422,9 ztotych.
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Przedzial ufnosci dla wskaznika struktury

W Dbadaniach statystycznych pojawia si¢ problem oszacowania
prawdopodobienstwa wystapienia wariantu cechy zwanego sukcesem albo
oznaczenia, jaki procent zbiorowos$ci posiada wyrdzniong ceche. Jest
to szczegdlnie wazne, gdy cecha opisujaca zbiorowos¢ jest cecha niemie-
rzalng i podstawowg charakterystyka populacji jest frakcja (procent) wyrdz-
nionych elementow, zwane tez wskaznikiem struktury w populacji. Podsta-
wa konstrukcji przedziatu ufnosci dla prawdopodobienstwa sukcesu p jest

s . . X .
czestos¢ wystgpowania tego sukcesu, czyli — . Przedziat ten ma zastosowa-
n

nie dla duzych prob n > 100.

Przyktad 6.1.2.9
Badamy niezawodno$¢ pewnego radaru. Na 400 obrotow anteny radarowej
obiekt znajdujacy si¢ w obszarze obserwacji radaru zostal wykryty 350 razy.
Niech p oznacza prawdopodobienstwo wykrycia obiektu przy jednym obro-
cie anteny (niezawodnos$¢ radaru) Wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla prawdo-
podobienstwa p, przyjmujac wspotczynnik ufnosci na poziomie 1 —a = 0,95.

Rozwigzanie

Niech X oznacza zmienng losowg przyjmujacg wartos¢ 1, gdy w jednym
obrocie anteny obiekt zostat wykryty, za§ wartos¢ 0, gdy nie zostat wykryty.
Zmienna losowa X ma rozklad zero-jedynkowy z parametrem p. Prawdopo-
dobienstwo p oszacujemy przedzialem ufnosci dla wskaznika struktury,
ktory jest wskaznikiem struktury w probie. Z danych zadania wynika,
ze X/n =350/400 = 0,875 (87,5%).

d(to)=1-0/2=0,975 stad t, = 1,96.

0875196, 2870125 875196 (08750125
400 200

0,875 -0,032 <p < 0,875+ 0,032.
Ostatecznie otrzymujemy przedziat ufnosci dla prawdopodobienstwa p
0,843 (84,3%) <p < 0,907 (90,7%).

Niezawodno$¢ radaru z ufnoscig 0,95 zawiera si¢ w przedziale [84,3%;
90,7%].

A zatem
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Przyktad 6.1.2.10
Na pewnym przej$ciu granicznym przebadano wybrang losowo probe oséb,
ktore wyjezdzaty za granice i zapytano o cel wyjazdu. Otrzymano nastepuja-
ce wyniki:

Cel wyjazdu Liczba os6b
Odwiedziny 40
Wycieczka 60
Zakupy 80
Praca 20

Oszacowa¢ metoda przedzialowa na poziomie ufnosci 0,90 procent osob,
ktoére udajg sie po zakupy.

Rozwigzanie
Prawdopodobienstwo, ze wsrdd osob przekraczajacych granice znajduja si¢
osoby udajace si¢ po zakupy wynosi:

X 80

P 200

gdzie: X — liczba osob udajacych si¢ po zakupy,
n — liczno$¢ proby badanych osob.

0,4,

Wartos¢ parametru t, =1,64 odczytujemy z tablic rozktadu normalnego dla

l-a 0,90
2 2
Przedziat ufnosci dla wskaznika struktury:

q)(ta) =

=0,45.

80 80
80 2000 200’
164 <
200 200

0,3432 <p <0,4568,
34,32% < p <45,68%.

<
P20
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Mozemy stwierdzi¢ z prawdopodobienstwem 0,90, Zze odsetek osdb przekra-
czajacych granice w celu dokonania zakupoéw nie jest mniejszy niz 34,32%
1 nie wiekszy niz 45,68% (czyli od 34,32% do 45,68% o0s6b udaje sie¢ po
zakupy).

Przyktad 6.1.2.11
Przedsigbiorstwo migdzynarodowe, prowadzace w Polsce dziatalno$¢ posta-
nowito okresli¢ frakcj¢ pracownikow, ktorzy podwyzszaja swe kwalifikacje.
W tym celu nalezato ustali¢ minimalng liczebno$¢ proby. Z poprzedniego
badania wiadomo, ze frakcja ta wynosita 20%, a $redni blad szacunku 6,7%.
Wykona¢ obliczenia przyjmujac poziom ufnosci 0,90.

Rozwigzanie
Populacja ma rozktad dwupunktowy z parametrem p. Wykorzystujac wzor
na btad

do=t, pd=p)
n

po wykonaniu odpowiednich przeksztatcen otrzymujemy:

0= to P
==,
dz
2
A zatem n = (1,64)-0,20-0,80 =95,62~96.

(0,067)*
6.2. Powtorzenie w przykladach

Zadanie 1
Wyznaczy¢ minimalng liczno$¢ proby dla oszacowania $redniego wzrostu
chlopcow w wieku 12 lat, przy wspotczynniku ufnosci 0,95 oraz dopusz-
czalnym btedzie szacunku 5 cm, jezeli w probie wstepnej liczacej 10 osob
otrzymano nastgpujace wyniki (w cm): 125, 150, 145, 130, 155, 140, 160,
125, 155, 135.

Rozwigzanie
Obliczamy warto$¢ Srednig oraz wariancj¢

_llox 1254150+ 1454130 +155+140+160 +125 +155+135
n&elh 10

i=1

=142,

ol
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o’ =12(xi -%)% =
L ]

_(125-142)% + (150 - 142)" +,...+(155 - 142)* + (135-142)"
10

Z tablic rozktadu t-Studenta dla oo = 0,051 n—1=9 stopni swobody odczy-
tujemy warto$¢ parametru t =2,262.

Warto$¢ bledu szacunku jest dana i wynosi d.=5 cm.

151 .

a,n—1

tha1 G 22627151
d 2 - 52

X

n=

=30,9~31.

Minimalna liczno$¢ préby dla oszacowania $redniego wzrostu chlopcow
przy wspotczynniku ufnosci wynoszacym 0,95 oraz bledzie szacunku wyno-
szacym 5 cm powinna wynosic¢ 31 osob.

Zadanie 2
W przedsiebiorstwie budowlanym wylosowano 16 0s6b w celu ustalenia
$redniej ptacy robotnikéw o stazu pracy do jednego roku. Srednia ptaca wy-
nosita 2140 zt, a odchylenie standardowe S bylo réwne 220 zt. Zaktadajac
poziom ufnosci réwny 0,95 zbudowaé przedziat ufnosci pokrywajacy nie-
znang $rednig warto$¢ ptacy catego przedsicbiorstwa.

Rozwigzanie
Poniewaz proba jest mata n = 16, przedziat ufnosci obliczamy ze wzoru:
Y—ta’n_li<m<i+t

n

N

\/_ a,n—1 \/H s

gdzie: t, , — wartos¢ zmiennej losowej t-Studenta, ktorg odczytuje sig

z tablicy tego rozktadu dla n-1 stopni swobody i dla danego z gory
prawdopodobienstwa 1— o, tak aby spelniona byta relacja:

Plt ., <t<t, j=l-a.

a,n—1

Dla 1-a= 0,95 oraz n-1 = 15 stopni swobody statystyka t, jest rowna
2,131. Podstawiajgc dane otrzymujemy szukany przedziat ufnosci dla warto-
Sci $redniej placy:

2140—2,131-E<m<2140+2,131-E

V16 Ji6

2023 <m < 2257.
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Srednia ptaca w przedsiebiorstwie jest nie mniejsza niz 2023 zt i nie wigksza
niz 2257 zk.

Zadanie 3
W pewnym przedsigbiorstwie zbadano staz pracy pracownikow umysto-
wych. W tym celu wylosowano niezaleznie 196-elementowa probe i otrzy-
mano $redni staz pracy 6,9 lat oraz odchylenie standardowe 2,8 lat. Oszaco-
wac za pomoca przedzialu ufnosci na poziomie 1 — a = 0,90 $redni staz pra-
cy tej grupy pracownikow. Co nalezy uczyni¢, aby zwigkszy¢ precyzje osza-
cowania?

Rozwigzanie
Z tablic dystrybuanty rozktadu normalnego N(0,1) odczytujemy, ze t, = 1,64
(odczyt dla 1 — o/2 = 0,995). Podstawiajac do odpowiedniego wzoru otrzy-
mujemy przedzial ufnosci

6,9—-1,64<m<6,9+ 1,64,
czyli
6,57 <m<7,23.
Przedziat liczbowy(6,57; 7,23) z prawdopodobienstwem 0,90 pokrywa
prawdziwy, sredni staz pracy pracownikow w tym przedsigbiorstwie. Tylko
w 10 przypadkach na 100 przedziat ten nie pokryje szacowanego parametru.
Aby zwigkszy¢ precyzje oszacowania nalezy zwigkszy¢ liczebnos$¢ proby
albo zwigkszy¢ poziom ufnosci. Przyjmujgc np. 1 — a =0,95 przy tej samej
liczebnos$ci proby n = 196 otrzymamy nast¢pujacy przedzial ufnosci
6,9-196<m<6,9+1,96.
A zatem
6,51 <m<17,29.

Porownujac zbudowane przedziaty ufnoscidla 1 —a=0,90 oraz 1 —a=10,95
zauwazamy, ze w miar¢ wzrostu wartosci wspotczynnika ufnosci (tzn. im
blizszy jest on jednosci) dlugos¢ przedziatu ufnosci wzrasta, a tym samym
zwigksza si¢ dokladno$¢ (pewno$¢) szacunku, tzn. prawdopodobienstwo
pokrycia parametru danym przedziatem.

Zadanie 4
Sposrod populacji studentéow Radomia wylosowano 400 oséb, ktoérym zada-
no pytanie czy palg papierosy? Stwierdzono, ze 160 0séb sposrod badanych
sporadycznie badz stale pali papierosy. Przyjmujac wspotczynnik ufnosci
na poziomie 0,95 zbudowac przedziat ufnosci dla nieznanej frakcji palacych.
Rozwigzanie
Prawdopodobienstwo, ze wérdod wylosowanych studentéw trafimy na osobe
palaca wynosi:
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p=2=1%_g4,
n 400
gdzie: X —liczba 0sob niepalacych,
n — licznos$¢ proby wylosowanych studentow.

Warto$¢ parametru t, wynosi 1,95 dla

D(t,) =1_T°‘ _995 o475,
Przedziat ufnosci dla wskaznika struktury:
o [FaX
St |2 <p< Ztt,
n n n
0,352 <p<0,448.

Mozemy stwierdzi¢ z prawdopodobienstwem 0,95, ze odsetek palacych stu-
dentéw w Radomiu nie jest mniejszy niz 35,2% i nie wigkszy niz 44,8%
(czyli od 35,2% do 44,8% studentoéw pali papierosy).

Zadanie 5
Magazyn ,,Fortune” corocznie publikuje liste 500 najwigkszych firm ushu-
gowych w USA, nalezacych do sze$ciu wielkich grup branzowych - Fortune
Sernice 500. Grupy te oraz liczby firm nalezacych do kazdej z nich podaje
tabela 1 [za: 1].

Tabela 1. Lista Fortune Service 500

Grupa Liczba firm
Ustugi zréznicowane 100
Bankowo$¢ komercyjna 100
Ustugi finansowe (wlaczajac lokaty i ubezpieczenia) 150
Handel detaliczny 50
Transport 50
Energetyka 50
Razem 500

Zgromadzi¢ probe losowg firm, obliczy¢ $rednig warto§¢ dochodu netto
(w mln $) dla firm w probie i na tej podstawie estymowaé wartos¢ $rednig
dochodu netto dla catej populacji 500 firm. Wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla
warto$ci $redniej dochodu netto wszystkich firm, przyjmujac poziom 95%
pewnosci.
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Rozwigzanie

Z analizy wstepnej wynika, ze firmy nalezace do tej samej grupy branzowej
maja podobne dochody netto, dlatego mozna potraktowac te sze$¢ grup jako
warstwy 1 losowaé probe z kazdej grupy. Na podstawie danych z tabeli 1
mozna obliczy¢ wagi dla kazdej z warstw, stosujac definicje:
W;=Ni/N. Otrzymane wyniki sg nast¢pujgce:

W, =N/N=100/500=0,2,

W, =N,/N=100/500 = 0,2,

W3 =N;/N = 150/500 = 0,3,

W4s=Nys/N= 50/500=0,1,

W5 =Ns/N= 50/500=0,1,

W6 = N6/N = 50/500 = 0,1
Decydujemy si¢ na wylosowanie proby 100 firm sposrod 500 wybierajac
proporcjonalng alokacje. W przypadku proporcjonalnej alokacji cata 100-
elementowa proba musi by¢ rozdzielona miedzy warstwy zgodnie z propor-
cja okreslong przez wagi poszczegdlnych warstw. Dla kazdej warstwy
(dla kazdego i = 1,2,..., 6) obliczamy wartos¢ n; = n-W,, wyznaczajac w ten
Sposob nastgpujace rozmiary prob:
n; =20, n,=20, n;=30, ny=10, ns=10, ne=10.

Zaktadamy, ze warto$ci dochodu netto w kazdej warstwie majg w przyblize-
niu rozktad normalny oraz estymowana wariancja w kazdej warstwie (ktora
bedzie estymowana z danych) jest rowna rzeczywistej warto§ci wariancji
w warstwie tak, ze moze zosta¢ zastosowany rozktad normalny. Dokonuje-
my losowania prob, a nastepnie obliczamy wartosci $rednie i wariancje oraz
zestawiamy dotychczas uzyskane wyniki w tabeli 2.

Tabela 2. Rezultat pobrania proby

Warto$¢ érednia | Wariancja
Warstwa _ N n W,
S S
1 52,7 97 650 20 0,2
2 112,6 64 300 20 0,2
3 85,6 76 990 30 0,3
4 12,6 18 320 10 0,1
5 8,9 9037 10 0,1
6 52,3 83 500 10 0,1
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Estymator wartosci $redniej populacji w losowaniu warstwowym obliczymy
Z nastepujacego wzoru:

6
X =2, Wx; =0,2-52,7+0,2-112,6 + 0,3-85,6 +0,1-12,6 + 0,1-8,9 + 0,1-52,3
i=1
= 60,12,
gdzie: X = warstwowa warto$¢ Srednia w probie.

Natomiast estymowane odchylenie warstwowe wartos$ci $redniej w probie
wyznaczamy ze WZzoru:

_ _ 6
s(Xg) = =t fZW-sz: %-(o,z 97 650 + 0,2 64 300 + 0,3 76 990 +
. n =7 V100

0,1 18 320 + 0,1 9037 +0,1 83 500 = 23,8,
gdzie: frakcja z proby = 100/500 = 0,2.
Wartos$¢ nieobcigzonego estymatora Sredniego dochodu netto dla wszystkich
firm w wykazie Fortune Service 500 wynosi 66,12 min $.
Przedziat ufnosci dla wartosci sredniej w losowaniu warstwowym obliczamy

wedtug wzoru Xy +t,5(Xg,) -
Przedzial ufnosci dla wartosci $redniej dochodu netto wszystkich firm
w wykazie wyznaczamy stosujac powyzszy wzor nastepujaco:

66,12 — 1,96 - 23,08 <X < 66,12 + 1,96 - 23,08.

Sredni dochdd netto w min $ firm w wykazie Fortune Sernice 500 miesci sie
w przedziale [20,88 mIn $, 111,36 mIn $] z pewnos$cig na poziomie 95%.

Zadanie 6
W pewnej matej miejscowosci o liczbie ludnosci 10 000 mieszkancoéw nale-
zy oszacowaé procent mieszkancoOw chorych na astme. Wylosowano zalez-
nie probe 800 osob i poddano badaniom lekarskim. Okazalo sig, ze 56 0s6b
choruje na astm¢. Przyjmujac wspotczynnik ufnosci 0,99 zbudowaé prze-
dziat ufnosci dla szacowanego procentu chorych na astme¢ wsrod mieszkan-
cOW tej miejscowosci.

Rozwigzanie
Poniewaz populacja generalna jest duza, a losowanie proby niecograniczone
zalezne, to do obliczenia przedzialu ufnosci dla wskaznika struktury zastosu-
jemy nastepujacy wzor:

m m
TG <p< Tt R0,

gdzie: % —  czestos¢ wystepowania elementéw wyrdznionych w probie,

N — liczebnos¢ populacji,
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n — liczebnos$¢ proby,
t, — warto$¢ odczytana z tablic rozkladu normalnego N(0,1) dla zato-
zonego z gbry wspodlczynnika ufnosci 1 — a.
Z warunkéw zadania mamy:
m 56

M_20 _007 1-2=0,93 Z(1-=0,0651,
n 800 n n n

rir_r. .t
n N 800 10000
Otrzymujemy zatem przedzial ufnosci dla frakcji p

0,07 -2,58,/0,00115-0,0651 <p < 0,07 +2,58,0,00115-0,0651,

=0,00115 t,=2,58.

stad

0,048 <p <0,092.
Przedziat ufnosci dla szacowanego parametru chorych na astme¢ ma postac:
4,8% < p% < 9,2%.



ROZDZIAL VII
WERYFIKACJA HIPOTEZ STATYSTYCZNYCH

Weryfikacja (testowanie) hipotez statystycznych polega na sprawdzaniu
okreslonych przypuszczen (zatozen) wysunigtych wobec parametrow lub
rozktadow populacji generalnej na podstawie wynikow z proby.

Hipotezg statystyczng nazywamy kazdy osad (przypuszczenie, zatoze-
nie) dotyczacy populacji generalnej wydany na podstawie wynikéw badania
jej czesci (proby).

Hipoteza moze dotyczy¢:

e warto$ci parametrow rozktadu (hipotezy parametryczne), np. ,,wariancje
dwoch populacji o rozktadzie normalnym sg sobie rowne”,

e postaci funkcyjnej rozkladu populacji (hipotezy nieparametryczne),
np. ,,populacja generalna ma rozktad Poissona”.

Jezeli powiemy, ze ,,w roku 2030 bedzie powoddz”, to nie jest to hipoteza
statystyczna, poniewaz nie ma tu mowy o postaci rozkladu ani o jego para-
metrach.

Jezeli wiedza, jaka mamy o populacji generalnej ogranicza zbiér mozli-
wych (przypuszczen) hipotez co do rozkladow tej populacji, to zbior taki na-
zywa si¢ zbiorem hipotez dopuszczalnych. Na przyklad, jezeli wiemy, ze ba-
dana zmienna losowa X w populacji generalnej podlega rozktadowi normal-
nemu, to zbior hipotez dopuszczalnych zawiera wszystkie rozktady normalne
roznigce si¢ migdzy sobg warto$ciami parametrow. Sprawdzanie w tej sytua-
¢ji, ze populacja ma inny rozktad, np. dwumianowy jest bezpodstawne.

Jezeli hipoteza jednoznacznie specyfikuje rozktad populacji generalnej,
to nazywamy ja hipotezqg prostg. Kazda hipoteza, ktora nie jest prostg, na-
zywa si¢ hipotezq ztozong.

Hipotezy ze zbioru dopuszczalnego dzielg si¢ na proste i ztozone. Na
przyklad hipoteza: parametr 4 w rozktadzie Poissona jest rowny 2 jest hipo-
tezg parametryczng prosta; hipoteza: wariancja w rozktadzie normalnym jest
wigksza od 3 jest hipoteza parametryczng ztozong (nie ma mowy o wartosci
sredniej m).

Hipotezg zerowg Hy nazywamy hipotez¢ sprawdzang (testowang, wery-
fikowana).

Hipotezq alternatywng H, nazywamy hipoteze, ktora jestesmy sktonni
przyjac, gdy odrzucamy hipoteze Hy.

Test statystyczny jest to reguta postepowania, ktora przyporzadkowuje
wynikom proby losowej decyzje przyjecia lub odrzucenia hipotezy Hj.

Blgd I rodzaju polega na odrzuceniu hipotezy Hy, mimo, ze jest ona
prawdziwa.
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Poziomem istotnosci o nazywamy prawdopodobienstwo popelnienia
btedu I rodzaju. Wartosci a sg bliskie zera i na ogot sg rowne 0,01, 0,02,
0,05, 0,1.

Blgd Il-go rodzaju polega na przyjeciu hipotezy Ho, gdy jest ona fatszy-
wa. Prawdopodobienstwo popetienia btgdu II rodzaju oznaczamy literg p.
Dobry test statystyczny powinien mie¢ t¢ wtasnos¢, ze 3 jest bliskie zera.

W statystycznej kontroli jakosci a jest okreslane jako ryzyko producenta,
B za$ jako ryzyko odbiorcy. Wartosci o i P sg wzajemnie powigzane
i zmniejszenie jednej z nich powoduje zwigkszenie drugie;j.

Test istotnosci to test, w ktorym bierzemy pod uwage jedynie prawdo-
podobienstwo popelnienia btgdu I rodzaju. W testach istotnosci pomija si¢
kwesti¢ prawdopodobienstwa popelnienia biedu II rodzaju. W tescie istotno-
ci nie podejmuje si¢ decyzji o przyjeciu sprawdzanej hipotezy H,, gdyz
wtedy narazamy si¢ na blad Il rodzaju, a przeciez jego prawdopodobienstwo
w tym tescie nie jest brane pod uwagg. Test sprawdzanej hipotezy H, pozwa-
la jedynie na ewentualne odrzucenie sprawdzanej hipotezy Hy na poziomie
istotnosci o, badz tez na stwierdzenie, ze nie ma podstaw do jej odrzucenia.

Sprawdzianem hipotezy nazywamy taka statystyke T, o znanym rozkta-
dzie, ktorej wartos¢ obliczana na podstawie proby losowej pozwala na pod-
jecie decyzji, czy odrzuci¢ hipoteze Hy.

Dla hipotez parametrycznych sprawdzianami sa estymatory odpowied-
nich parametrow, natomiast dla hipotez nieparametrycznych rol¢ sprawdzia-
now petnig mierniki rozbieznosci migdzy rozkladem empirycznym a teore-
tycznym sformutowanym w hipotezie Hy.

Zbiorem krytycznym Z (obszarem krytycznym) nazywamy zbidr tych
warto$ci sprawdzianu hipotezy (statystyki T), ktore przemawiaja za odrzu-
ceniem hipotezy Hy.

Zbior krytyczny Z moze by¢, w zaleznos$ci od postaci hipotezy alterna-
tywnej, zbiorem jednostronnym (prawo- lub lewostronnym) albo zbiorem
dwustronnym. Rozktad sprawdzianu hipotezy okreéla, z jakich tablic nalezy
korzysta¢ przy odczytywaniu wartosci krytycznych wyznaczajacych zbior Z.

7.1. Hipotezy parametryczne

Hipotezy parametryczne sa formulowane w odniesieniu do parametrow
rozktadu przy zalozeniu, ze postaé rozktadu jest znana.
Etapy budowy testow istotnosci dla weryfikacji hipotezy Hy.
Sformutowanie hipotezy H, i alternatywnej H;.
W testach istotnosci hipoteza H, jest hipotezg ,,0 rowno$ci”

Hy:m=m,.
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Hipoteza alternatywna H;, w zalezno$ci od celu badania, moze stanowi¢
zaprzeczenie hipotezy Hy

H im=m,,
moze by¢ hipotezg ,,0 wigkszosci”

H,:m>m,
lub hipotezg ,,0 mniejszosci”

H, :m<m,,

Na przyktad formutujac hipotez¢ Hy, ze warto$¢ srednia m, obliczona na
podstawie wynikow badan reprezentatywnej proby jest rOwna wartosci sred-
niej m w populacji mozna postawi¢ nastepujace trzy hipotezy alternatywne
Hll

e warto$¢ $rednia z proby i srednia w populacji nie sa rowne,

e warto$¢ $rednia z préby jest wigksza od wartosci §redniej w populacji,
e warto$¢ $rednia z proby jest mniejsza od wartosci Sredniej w populacji.
Przyjecie poziomu istotnosci a.

Poziom istotnosci o przyjmowany jest przez badacza Iub dany
w zadaniu. Im wyzszy jest poziom istotno$ci o, tym wigksza jest szansa od-
rzucenia hipotezy Hy.

Wylosowanie n-elementowej proby prostej i wyznaczenie z niej takiej
statystyki Z,, ktorej rozktad (doktadny lub graniczny) jest znany, przy zato-
zeniu prawdziwosci sprawdzanej hipotezy Hj.

Proba prosta zlozona z n elementow i wylosowana ze skonczonej lub
nieskonczonej populacji jest to proba losowa, ktorej wyniki sg niezaleznymi
zmiennymi losowymi, posiadajacymi jednakowe rozktady, takie same jak
rozktad populacji.

Wybdr sprawdzianu hipotezy.

Zaktadamy, ze rozktad cechy w zbiorowos$ci generalnej jest N(m,o).
Wybdr sprawdzianu hipotezy zalezy od liczebnosci proby n oraz tego, czy
odchylenie standardowe ¢ w zbiorowosci generalnej jest znane.

Mamy nastepujace przypadki:

a) ¢ jest znane oraz n <30,

b) ¢ jest znane oraz n > 30,

¢) o jest nieznane oraz n > 30, ale wowczas przyjmujemy G ~S 1 spraw-
dzianem hipotezy H, :m =m, jest statystyka:

T:i_m-\/g

(¢}

o rozktadzie N(0,1).
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. X—m . PR
Ze statystyki T = = .Jn mozna korzysta¢ rowniez wtedy, gdy roz-
c

ktad w zbiorowosci jest dowolny, ale mamy do dyspozycji probe
o liczebnosci n > 30.
Jezeli o jest nieznane oraz n<30, to sprawdzianem hipotezy

H,:m=m, jest statystyka:

TZX_m‘\/H—l
(¢

o rozktadzie t-Studenta z n — 1 stopniami swobody.
Wybér obszaru krytycznego.
Obszar krytyczny zalezy od postaci hipotezy alternatywnej H,. Dla hipo-
tezy alternatywnej w postaci H, :m # m, obszar krytyczny jest dwustronny:
PT|>t,}=a.
Jezeli hipoteza alternatywna ma posta¢ H, :m < m, obszar krytyczny
jest lewostronny:
P{T<-t, }=a.
Jezeli hipoteza alternatywna ma posta¢ H, :m>m, obszar krytyczny
jest prawostronny:
P{T>t,}=a.
Relacje wyznaczajace zbidr krytyczny Z oraz szkice zbiorow krytycz-
nych pokazujg ponizsze rysunki (7.1.1-7.1.3).

A
fit)

o2 ol
vl e

b
-

-ti2 12 t

Rys. 7.1.1. Zbior krytyczny dwustronny H, :m#m, PﬂT| >t, }= o
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fit)

1

L.
¥

-t t

Rys. 7.1.2. Zbior krytyczny lewostronny H,:m<m, P{T <t } -

A
fit)

A

™

——

t | t
H,:m>m, P{T>ta}:a

Rys. 7.1.3. Zbior krytyczny prawostronny

Wyznaczanie warto$ci krytycznej.
Gdy sprawdzianem hipotezy H jest statystyka:

T:X_m~\/ﬂ,

(¢

ktora przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy H, ma rozktad N(O, 1), wow-
czas warto§¢ krytyczng t, odczytujemy z tablic wartoSci dystrybuanty
d(t,) standaryzowanego rozkladu normalnego w ten sposob, ze przy zbio-
rze dwustronnym:
1-a
Ot )=——"/,
(t,) 5

a przy zbiorze jednostronnym
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CD(ta)zé—oc.

Dla przypadku, gdy sprawdzianem hipotezy Hy jest statystyka:

sz_mw/n—l,

(¢}

ktéra ma rozklad t-Studenta, wowczas wartos¢ krytyczng t, odczytujemy

z tablic rozktadu t-Studenta dla n-1 stopni swobody w ten sposob, ze przy
zbiorze dwustronnym:

P(t,)=a,
a przy zbiorach jednostronnych:
P(t,)=2a.
Sprawdzanie hipotezy H,.

Na podstawie wynikow n-elementowej proby prostej oblicza si¢ empiryczng
wartos$¢ t. sprawdzianu (statystyki T):

te:x—m‘\/g

(¢

lub

tezx_m-\/n—l.

(¢

Jesli relacja wyznaczajaca zbiodr krytyczny jest spelniona, czyli wartos¢ em-
piryczna t, statystyki T wpada w zbidr krytyczny, to hipoteze Hy nalezy od-
rzuci¢. W przeciwnym przypadku mowimy, ze nie ma podstaw do odrzuce-
nia hipotezy Hj.

Testem o duzym znaczeniu w zastosowaniach jest test istotnosci dla
wskaznika struktury p populacji generalnej, przy czym warunek konieczny
stanowi dysponowanie duzg proba. Hipotezy mozemy sformutowac nastepu-
jaco:

Ho: p = po,
Hi: p # po lub p > po lub p < po.

Statystyka T dla potrzeb weryfikacji hipotezy o wskazniku struktury po-
pulacji generalnej p wyraza si¢ wzorem:

T— 2P
p(l-p) >

n
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Nalezy zwrdci¢ uwage na analogie przedzialu ufno$ci budowanego
w ramach estymacji parametrycznej oraz obszaru krytycznego, okreslanego
przy budowie testu parametrycznego do weryfikacji hipotez o parametrach
rozktadu. Pokazemy to na przyktadzie cechy X, ktéra ma rozktad N(m,o)
przy zalozeniu nieznanej wartosci oczekiwanej i znanym o (p. rys. 7.1.4).
Przedzial ufnosci

l1-a
— t. -0c < t, O
X--2 AL X +-<
Jn C N Jn
X
ty O ty, -0
m--2 m+
f =
N J
Y X
l-a
Zbidr krytyczny

Rys. 7.1.4. Zwigzek pomiedzy przedziatem ufnosci a obszarem krytycznym

Przyktad 7.1.1
Zaktada sie, ze trwato$¢ opon samochodowych ma rozktad N(m, o). Produ-

cent twierdzi, ze trwato$¢ ta wynosi 50 tys. kilometréw przebiegu. Na pod-
stawie badan proby 100 losowo wybranych opon otrzymano nastepujace
wyniki: X =45 tys. oraz s =28 tys. kilometrow. Czy na poziomie istotnosci
o = 0,05 mozna uwazaé, ze producent ma racje?
Rozwigzanie

Hipoteza H, ma postac¢:

H,:m=50,
hipoteza alternatywna H, bedzie:

H,:m=#50.
Gdyby producent twierdzit, ze $rednia trwalo$¢ opon samochodowych jest
dtuzsza od 50 tys. km, to hipoteza H; bedzie miata postac:

H, :m> 50,
gdyby natomiast twierdzit on, ze trwalo$¢ bedzie krotsza, to hipoteza H,
bedzie o mniejszos$ci:

H, :m<50.

Poziom istotnosci jest zadany i wynosi o = 0,05 .
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Przy zadanej liczno$ci proby n =100 oraz znanym odchyleniu standardo-
wym w probie s =8, sprawdzianem hipotezy H, bedzie statystyka:

T=X_m-\/H.

(¢

Wartos¢ empiryczna t, statystyki T wynosi:

te=X_m‘\/5=45g50~«/100=—6,25.
(e)

Sprawdzamy, czy warto$¢ tej statystyki wpada do obszaru krytycznego, czy
tez nie.

Wartos¢ krytyczna t, =1,96 wyznaczana jest dla zbioru dwustronnego dla:

()= 1= % 17005 495,
2 2
poniewaz hipoteza alternatywna jest ,,0 nierownosci”.
Obszar krytyczny (p. rys. 7.1.5) przedstawia si¢ nastepujaco:
A

i

0,475 0,475
0,025 0,025

e,

1,96 1,36 t

Rys. 7.1.5. Obszar krytyczny dwustronny dla t, =196 i ®(t,)=0,475

Poniewaz wartos¢ empiryczna sprawdzianu nalezy do obszaru krytycz-
nego t, <t, (—6,25<—-1,96) nalezy hipotez¢ H, odrzuci¢ na korzys¢ hipo-
tezy alternatywnej, tzn., ze trwalo$¢ opon nie jest rowna 50000 km.

Wartos¢ krytyczna t, =1,65 dla zbioréw lewo- i prawostronnego wyno-
si:

qn(ta)=%—a=0,5—o,05=o,45.

Gdyby producent twierdzit, ze trwatos¢ opon jest mniejsza od 50000 km
czyli hipoteza alternatywna bylaby ,,0 mniejszo$ci”, to nie byloby podstaw
do odrzucenia hipotezy H,, czyli mozna byloby uwaza¢, ze trwalo$¢ opon
jest nizsza niz 50 000 km.
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Przyktad 7.1.2
Przeprowadzono kontrolg ptatnosci zobowigzan podatkowych w pewnej bran-
zy ushugowej w zwigzku z opinig, ze 20% firm placi podatki nieregularnie.
W celu zbadania, czy ta opinia jest stuszna wylosowano niezaleznie z kazdego
wojewodztwa Polski 100 firm 1 okazato sig, ze X = 15%, a s = 4%. Zakladajac
poziom istotnosci 0,05 zweryfikowac hipoteze dotyczaca stuszno$ci opinii,
ze 20% firm tej branzy ptaci nieregularnie podatki.

Rozwigzanie
Hipoteza Hy ma postac:

Hy:m=0,2
wobec hipotezy alternatywne;j

H;:m#0,2.
W naszym przyktadzie proba jest duza i wynosi n >30 (n = 100), a odchyle-
nie standardowe znane (s = 0,04), a zatem sprawdzianem hipotezy H, bedzie
statystyka:

T=X_m-\/H.

(¢

Wartos¢ empiryczna t, statystyki T wynosi:
t,== o= 45;0 100 =-6,25.
c

Wartos¢ krytyczna t, =1,96 wyznaczana jest dla zbioru dwustronnego dla:

o)== % 17005 495,
2 2
poniewaz hipoteza alternatywna jest ,,0 nierownosci”.

Warto$¢ empiryczna sprawdzianu nalezy do obszaru krytycznego t, <t
(-6,25 < -1,96).

Hipoteze H, nalezy odrzuci¢ na korzys¢ hipotezy alternatywnej H;, a zatem
opinia, ze 20% firm badanej branzy nieregularnie ptaci podatki nie jest
stuszna.

Przyktad 7.1.3
Przedsigbiorstwo produkcyjne P zastanawia si¢ nad podpisaniem umowy
z BRE Bankiem S.A. na realizowanie zlecen platniczych za pomoca nowego
systemu rozliczen. Rachunek kosztow wykazatl, Zze system ten jest rentowny
przy duzej skali obrotu, tzn. przy sktadaniu powyzej 368 zlecen miesi¢cznie.
Zbadano ilos¢ realizowanych zlecen w firmie w losowo wybranych 24 mie-
sigcach i okazato si¢, ze przecigtna ilos¢ zlecen wynosi 375, a odchylenie
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standardowe 15 zlecen. Zweryfikowa¢ odpowiednig hipoteze na poziomie
istotnos$ci o = 0,05.
Rozwigzanie
Hy: m = 368, H;: m > 368.
Poniewaz proba n <30, a zatem sprawdzianem hipotezy bedzie statystyka

sz_mw/n—l.

(¢

t, =2 /n-1 =@-\/24— =223,

S
P(t,) =20.=2-0,05=0,1 = t, = 1,714.

Poniewaz t, wpada w zbior krytyczny, bo t. = 2,23 > t, = 1,714, zatem hipo-
tez¢ Hy nalezy odrzuci¢ na korzys¢ hipotezy H;. Mozna uzna¢, ze skala ob-
rotéw w badanej firmie jest wyzsza od 368 zlecen, totez korzystanie z nowe-
go systemu bedzie optacalne.

Przyktad 7.1.4
W latach 1990-1999 zameldowania polskich gosci w pewnym kraju europe;j-
skim (w tys.) wynosity: 20,7; 19,5; 19,8; 57,5; 82,5; 77,9; 105,7; 111,5;
97,6; 109,6. Zaktadamy, ze zameldowania te mozna uzna¢ za ceche¢ o roz-
ktadzie normalnym. Przyjmujac poziom istotnosci a = 0,005 zweryfikowaé
hipoteze, ze liczba zameldowan w ciggu roku polskich gosci w badanym
kraju jest mniejsza od 71 tys. 0sob.

Rozwigzanie

Holm:71, H12m<71.

Wykonujac obliczenia otrzymujemy: X = 70,2; s = 36,3. Prdoba jest mala,
stad

(= Xm0 T - 007,

s 36,3

P(t,) =20 =2-0,005=0,01 = t,=-3,25.
Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy, poniewaz t. = —0,07 > t, =
—3,25 nie wpada w zbior krytyczny. Przypuszczenie, ze liczba zameldowan
jest mniejsza od 71 tys. osob jest nieuzasadnione.

Przyktad 7.1.5
Pojawita si¢ opinia, ze ponad 70% firm ustugowych korzysta z reklamy ra-
diowej. W celu zweryfikowania tej opinii przeprowadzono ankiet¢ w 150
firmach ustugowych i zapytano o rodzaj stosowanej reklamy. W grupie an-
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kiectowanej znalazly si¢ 83 firmy korzystajace z reklamy radiowej. Spraw-
dzi¢ wysunigta hipotezg na poziomie istotnosci o = 0,02.
Rozwigzanie
Hy:p=0,7, Hy:p>0,7.
Sprawdzianem hipotezy bgdzie statystyka:

TP
/p(l—p) >
n
1

D(t )21—(1:——0,02:0,48 =t,=2,05.
) 2

T=

Z obliczen wynika, ze t. = 3,74 < t, = 2,05, a wigc t. nie wpada w zbior
krytyczny. Hipotez¢ Hy odrzucamy na korzy$¢ hipotezy alternatywnej H;,
mozna zatem uznaé, ze 70% firm ustugowych korzysta z reklamy radiowe;.

Przyktad 7.1.6

Przeprowadzono badanie wieku wsrod studentow pewnego wydziatu
uczelni akademickiej 1 pobrano probe losowa n = 16 o $redniej X = 28 lat
1 odchyleniu standardowym s = 3 lata. Czy mozna przypuszczaé, ze sg po-
wody do odrzucenia hipotezy na poziomie a = 0,05, Ze $redni wiek w popu-
lacji wynosi m = 30 lat?

Rozwigzanie
Nie znamy wartosci odchylenia standardowego w populacji, dlatego zastosu-
jemy test t-Studenta. Mamy tu m = 30, X = 28, s ==3, n== 16, a zatem:
te=215=-258.
Dla 15 stopni swobody oraz o = 0,05 warto$¢ krytyczna odczytana z tablic
t-Studenta t s wynosi 2,131, a wigc hipoteze¢ nalezy odrzuci¢ (t. <t,).

7.2. Hipotezy nieparametryczne

Hipotezy nieparametryczne sg formutowane w odniesieniu do postaci
rozktadu lub dystrybuanty danej cechy w populacji generalne;j, np.:
H, : cecha X ma rozklad okres$lony dystrybuanta F(x) =F,(x),

H, : cecha X ma rozklad normalny N(m,o),
H, : cecha X ma rozklad Poissona z parametrem A = 2.
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Do weryfikacji tych hipotez Hy stuzg nieparametryczne testy istotnosci,
ktore dzielg si¢ na trzy grupy:

a) testy zgodnosci,

b) testy niezaleznosci,

c) testy losowosci proby.

Testy te w przeciwienstwie do testow parametrycznych nie wymagaja
zatozen co do postaci rozktadu cechy w populacji generalne;.

Test zgodnosci chi-kwadrat

Za pomoca testu zgodnosci x> moga byé weryfikowane hipotezy doty-
czace rozktaddéw typu cigglego i skokowego.

Sprawdzianem hipotezy H|, jest statystyka:

X =
i=1 n-p;
gdzie: k — liczba przedziatow klasowych,

s— liczba parametrow wyznaczanych na podstawie wynikow
Z proby,

p; —prawdopodobiefistwo, ze cecha X przyjmie warto$¢ nalezaca do
i-tego przedziatu klasowego,

n; — liczebnos¢ przedziatu,

2 i(ni _n'pi)z ’

n — liczebno$¢ proby.
Statystyka ta, przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy H,, ma rozktad x>
or=(k—s—1) stopniach swobody.
Test zgodnosci y” mozna stosowaé dla danych pochodzacych z duzych

préb prostych. Dane nalezy przedstawi¢ w postaci szeregu rozdzielczego o
minimum pigciu przedziatach klasowych (k>5). Liczebnos$¢ kazdej klasy

nie powinna by¢ mniejsza od o§miu (n; =8).
Relacja wyznaczajgca obszar krytyczny ma postac:

P(X2>Xé):a’

gdzie: xi —  warto$¢ krytyczna odczytywana z tablic rozktadu y*dla
1 stopni swobody oraz P =o..

Przyklad 7.2.1
Z analizy liczby ujawnionych kradziezy w pewnym supermarkecie otrzyma-
no nastepujace dane:
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Dzienna liczba kradziezy 0 1 2 3 4
Liczba dni 22 30 22 16 10

Czy na poziomie istotnosci o =0,05 mozna sadzi¢, ze rozktad liczby kra-
dziezy jest rozktadem Poissona?

Rozwigzanie
Zmienng losowa X jest liczba kradziezy w ciagu dnia. Hipoteza H, ma po-
stac:

H, : X —ma rozklad Poissona,

wobec hipotezy alternatywnej H, :

H, : X —nie ma rozkltadu Poissona.
Aby wyznaczy¢ teoretyczne liczebnosci realizacji zmiennej losowej X nale-
zy obliczy¢ prawdopodobienstwa p, tego, ze zmienna ta przyjmuje warto$¢

nalezaca do i-tego przedziatu. Prawdopodobienstwa te wyznacza si¢ z tablic
rozktadu Poissona dla parametru tak, ze:

3
p, =P(X=x;) przy czym p, = l_zpi >

i=1

4
zgodnie z zasada, ze Zpi =1.
i=1
Na podstawie danych oblicza si¢ warto$¢ parametru A =m = E(X), ktdrego
estymatorem jest warto$¢ przeci¢tna X oraz wartosc¢ statystyki:

k 2
2 :z(ni —n-p;)
i=1

Xe
n-p;

Xi n; p; n-p; (ni—n‘Pi)z (ni_n‘Pi)2

n-p;

0 22 | 0,202 | 20,2 3,24 0,16

1 30 | 0,323 | 32,3 5,29 0,16

2 22 | 0,258 | 25,8 14,44 0,56

3 16 | 0,138 13,8 4,84 0,35

4 10 | 0,079 7.9 441 0,558
Razem | 100 | 1,000 X X Xz = 1,788
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Z tablic rozktadu y°dlar =k —s—1 = 3 stopni swobody (s = 1, poniewaz na
podstawie proby szacowano jeden parametr) i P =0,05 odczytano warto$¢

krytyczna Xi =7,815.
Poniewaz x> <y’ nie ma podstaw, aby odrzucié¢ hipoteze H,, ze rozktad
liczby kradziezy jest rozktadem Poissona.

Test zgodnosci Lambda-Kotmogorowa

Za pomoca testu zgodnosci Lambda-Kolmogorowa moga by¢ weryfiko-
wane hipotezy, ze okreslona cecha X ma w populacji generalnej rozktad
typu ciaglego. W tekscie tym porownuje si¢ dystrybuantg teoretyczng z em-
piryczna. Warunki dotyczace danych z proby sa identyczne jak dla testu 2.
Sprawdzianem hipotezy Hy jest statystyka:

A’:Dn "\/Ea

gdzie: D, = sup ‘F(x)—F*(x) ,
——

—00<X<+00
przy czym: F(x) — dystrybuanta teoretyczna (hipotetyczna),
F*(x) — dystrybuanta empiryczna.
Wartos$¢ dystrybuanty teoretycznej weryfikowanego rozktadu odczytuje
si¢ z tablic statystycznych, korzystajac z nastgpujacej zaleznosSci:

0,5-d(x) dlax<0
F(x)=40,5 dlax=0 .
0,5+d(x) dlax>0

Warto$¢ dystrybuanty empirycznej F*(x) oblicza si¢ z zalezno$cei:
F'(x) = Mo ,
n

gdzie: ng — skumulowana liczebno$¢ odpowiadajgca wartosciom cechy
nie wigkszym od x,
n— liczebnos¢ proby.
Zbior krytyczny A jest zbiorem prawostronnym okreslonym wzorem:
PAzA,)=0a.
Wartos¢ A, odczytuje si¢ z tablic rozkladu Lambda-Kotmogorowa we-
dhug zaleznosci Q(A,)=1-a.
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Hipoteze¢ H, nalezy odrzuci¢, jezeli obliczona empiryczna warto$¢ A,
nalezy do zbioru krytycznego A, czyli A, 2 A, a w przeciwnym przypad-
ku nie ma podstaw do jej odrzucenia.

Przyktad 7.2.2
Wykonano badania 87 osob zatrudnionych przy produkcji pewnego towaru.
Otrzymano nastepujace informacje o wydajnos$ci pracy:

Wydajno$¢ w szt./godz. x| —x& Liczba osob n;
0-2 3
2-4 5
4-6 12
68 20
8—10 19
10—12 16
12— 14 8
14-16 4

Na poziomie istotnosci o =0,05 zweryfikowa¢é za pomoca testu

A —Kotmogorowa hipoteze, ze rozktad wydajnosci pracy jest normalny.
Rozwigzanie

Oznaczajac przez X wydajno$¢ pracy formutujemy hipoteze Hy, ze cecha X,

ktora jest zmienng losowg ma w populacji rozktad normalny:

H, : X —ma rozktad normalny,
wobec hipotezy alternatywnej H, :
H, : X — nie ma rozkladu normalnego.

Obliczamy warto$¢ standaryzowanej zmiennej losowej Z w poszczegdlnych
przedziatach klasowych:

zZ. = ;i=1..,k ,

gdzie: X — warto$¢ srednia wazona z proby,
s — odchylenie standardowe z proby

_ 1. 1-3+3-5+5-12+7-20+9-19+11-16+13-8+15-4
X=—Y%n; = o7
n i

=838,

k
s=\/lz(xi -x)*-n; =3,29,
i=1

n;
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x{ |0y | ng | FY(x) zi | ©(z)=F(X) | |F(x)-F"(x)
2 | 3] 3 100345 | -1,94 0,0262 0,0083
4 | 5] 8 |00920 |-133 0,0918 0,0002
6 | 12] 20 | 02299 | -0,72 0,2358 0,0059
8 |20 [ 40 | 04552 | -0,12 0,4562 0,0010
10 | 19 | 59 | 0,6782 | 0,49 0,6876 0,0094
12 |16 | 75 | 0,8621 | 1,10 0,8438 D, =0,0183
14 | 8 | 83 | 0,9540 | 1,71 0,9554 0,0014
16 | 4 | 87 | 1,0000 | 2,32 0,9896 0,0104

Z tabeli odczytujemy wartos¢ D =0,0183 i obliczamy wartos¢ statystyki
4. =D, An = 0,0183'\/§= 0,1697, ktéra porownujemy z odczytang
z tablic rozktadu A -Kolmogorowa wartoscia krytyczng A, =136; dla
a=0,05.

Poniewaz A, <A,, to na poziomie istotnosci o =0,05 nie ma podstaw

do odrzucenia hipotezy Hy, ze badana cecha (zmienna losowa) ma rozktad
normalny.

7.3. Powtorzenie w przykladach

Zadanie 1
Z partii detali pobrano probe liczacg 400 pudelek. Z proby tej otrzymano
informacje¢, ze $rednio w pudetku jest 47,1 detali przy odchyleniu standar-
dowym 2,5. Na poziomie istotnosci a = 0,02 zweryfikowaé hipoteze zerowa,
ze w calej partii $rednia liczba detali w pudetku wynosi 48 wobec hipotezy
alternatywnej, ze jest mniejsza od 48.

Rozwigzanie

Hy: m =48, H;: m <48.
Warto$¢ empiryczna statystyki T wynosi:

te=——"-n= 47’;;48-«/40 =-7.2.
(¢)

b

Warto$¢ krytyczna t, = —2,05 wyznaczona dla zbioru lewostronnego
d(ty) = %— a, poniewaz hipoteza alternatywna dotyczy ,,mniejszosci”. Po-
niewaz t. = —7,2 <t, = 2,05, a zatem hipotezg Hy nalezy odrzuci¢, bo war-
tos¢ sprawdzianu hipotezy nalezy do obszaru krytycznego. Oznacza to,
ze $rednia liczba detali w pudetku jest mniejsza niz 48.
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Zadanie 2
Pewna grupa mtodziezy wybrata si¢ na wycieczke statkiem. W czasie zlej
pogody statek mocno kotysat, a niektory uczestnicy doswiadczali choroby
morskiej. Dane dotyczacy liczby zachorowan podczas podrézy wskazuje
ponizsza tabela.

Chorowato Nie chorowato Lacznie
Chtopcy 24 30 54
Dziewczgta 18 26 34
Lacznie 32 56 88
Rozwigzanie

Mozna by przypuszczaé, ze dane wskazuja, iz dziewczeta lepiej znosza ko-
lysanie statkiem podczas ztej pogody, a procent chorujgcych dziewczat jest
mniejszy niz chtopcoéw. Aby to sprawdzi¢ postawimy hipoteze, ze czgstosc
zachorowan nie zalezy od plci oraz zastosujemy test x>. W tym przypadku y*
bedzie wynosito 3,67 przy 1 stopniu swobody. Dla poziomu istotnosci
a= 0,05 warto§¢ krytyczna x* przy 1 stopniu swobody wyniesie 3,84. Rela-
cja wyznaczajaca obszar krytyczny ma postaé: P(y” > J’i) = a. W przykla-
dzie relacja ta jest przeciwna, bo 3,67 < 3,84. Nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy, ze czg¢stos¢ zachorowan nie zalezy od pici.

Zadanie 3
Popyt na wybrany towar modelujemy zmienng losowg o rozkltadzie normal-
nym. W probie 10-elementowej otrzymaliSmy $rednig 1250 kg i odchyleniu
50 kg. Na poziomie istotnosci o = 0,05 zweryfikowa¢ hipoteze Hy: o = 45
wobec hipotezy alternatywnej Hy: ¢ > 45.

Rozwigzanie
Hipoteza Hy: 6 = o, jest rtownowazna hipotezie Hy: 6* = Gg , a zatem hipote-
za 0 odchyleniu standardowym jest rownowazna hipotezie o wariancji [Cie-
cierski]. Sprawdzianem hipotezy w naszym przyktadzie jest statystyka
T nSf1

0

o rozktadzie ¥* z n — 1 stopniami swobody. Wykonujemy oblicze-

: S : . . 10-50°
nia dla wartosci empirycznej statystyki T i otrzymujemy t, = 0-50

=11,1.

Z tablic rozktadu y* dla 9 stopni swobody odczytujemy Xg,os =16,919, stad
t, = 16,919 > t. = 11,1 a zatem niec ma podstaw do odrzucenia Hy. Relacja

Xﬁ > x(zx wyznacza tu prawostronny zbior krytyczny, gdzie Xé jest warto$cia
krytyczna odczytana z tablic rozktadu y* dla n — 1 stopni swobody. Jesli dla
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danej proby losowej relacja wyznaczajaca zbior krytyczny jest spelniona,
to Hy odrzucamy na korzy$¢ H,, w przeciwnym przypadku nie ma podstaw
do odrzucenia H,.

Zadanie 4
W probie losowej liczacej 10 wycieczek 7-dniowych zaobserwowano nastepu-
jace koszty (w tys. zh): 7,5 14,0 8,5 15,0 12,0 6,0 11,5 13,5 9,0 10,0. Zwe-
ryfikowaé hipoteze, ze przecigtne koszty wycieczek 7-dniowych zorganizo-
wanych przez TURPOL w sierpniu 2008 roku byly mniejsze od 13 tys. zt.
Rozwigzanie

Hy:m=13, H;:m<13.
Poniewaz proba jest mata (n < 30), to do weryfikacji hipotezy Hy stosujemy
statystyke:

Statystyka ta, przy zalozeniu prawdziwosci Hy ma rozktad t-Studenta o n — 1
stopniach swobody. Obliczamy $rednig i odchylenie standardowe z proby,
a zatem X =10,7 oraz s = 2,8. Stad

t. =M-\/10— =-2,464.
2,8
Z tablic rozktadu t-Studenta odczytujemy warto$¢ krytyczng t, tak, aby dla
danego o in — 1 stopni swobody spelniona byla relacja

P{t, <t }=oa.

Nierownos¢ t, < t, wyznacza lewostronny obszar krytyczny testu. Dla lewo-
stronnego obszaru krytycznego t odczytujemy dla 20 i wynikowi nadajemy
znak ,—,,. A zatem t, =-2,464 <t,, =—1,383.

Oznacza to, ze hipoteze Hy nalezy odrzuci¢ na korzy$¢ hipotezy alternatyw-
nej H;. W rzeczywisto$ci $rednie koszty wycieczek 7-dniowych sa nizsze niz
13 tys. zk.

Zadanie 5

Przy wycenie lasu debowego wylosowano 100 dgbow i stosujac odpowied-
nie urzadzenia pomiarowe okreslono ich wysokos¢. W zastosowanym urza-
dzeniu pomiarowym btad pomiaru jest wielkoscig losowa o rozktadzie N(O;
1,25). Sprawdzi¢ na poziomie istotnosci a = 0,05, czy opis drzewostanu
dokonany wczesniej przez bieglego (oparty na wyznaczonej przez niego
sredniej wysoko$ci drzewa m = 25 m) jest do przyjecia, jesli z uzyskanej
proby 100-elementowej otrzymano przeci¢tng wysokosé debu X =27 m.
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Rozwigzanie
Liczebnos¢ pobranej proby jest duza (n > 30) oraz znana jest warto$¢ para-
metru 6 = 1,45, wobec tego:

Hy: m =25, H;: m>25.
Korzystamy ze statystyki T danej wzorem:

T=X_m'\/ﬁ.
(e)

Empiryczna warto$¢ statystyki t. wynosi:

27-25
t. = 100 =16.
¢ 1,25

Odczytujac z tablic rozkltadu N(0, 1) warto$¢ krytyczng otrzymujemy
t, = 1,64 (prawostronny obszar krytyczny). Poniewaz t, = 16 > t, = 1,64 hi-
potezg zerowa nalezy odrzuci¢ na korzys¢ hipotezy alternatywnej. A zatem
opis drzewostanu dokonany wczesniej przez bieglego nalezy skorygowac.

Zadanie 6
Wtasciciel salonu samochodowego twierdzi, ze klienci w jednakowym stop-
niu preferuja 5 typowych koloréw samochodéw. Wylosowano niezalezng
probe 200 klientéw odwiedzajacych badany salon i otrzymano nastepujace
dane dotyczace czestosci preferowania koloréw samochodu:

Kolor - )
samochodu srebrny czarny | czerwony | ZOlty zielony
tlliceznl?c?’)w 46 45 32 43 34

Zweryfikowa¢ hipoteze o stuszno$ci opinii wilasciciela salonu, przyjmujac
poziom istotnosci o = 0,05.

Rozwigzanie
Prawdopodobienstwo wyboru kazdego z podanych koloréw p; = 1/5.
Hy: p =p; (prawdopodobienstwo wyboru kazdego ze wskazanych koloréw
jest jednakowe),
Hi: p #p; (prawdopodobienstwo wyboru kazdego ze wskazanych kolorow
jest rézne).
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Tablica obliczeniowa

Kolory sa- 2 (n; —np,)°

mochodéw i P (0 —npy) o,
srebrny 46 40 36 0,900
czarny 45 40 25 0,625
czerwony 32 40 64 1,600
76ty 43 40 9 0,225
zielony 34 40 36 0,900
Razem 200 200 X ' = 4250

Z tablic rozktadu y° dla 5 — 1 = 4 stopni swobody oraz a = 0,05 odczytujemy
warto$¢ g5 = 9,488.
Poniewaz y* = 4,250 < xéﬂos = 9,488 nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy

Hy. Wiasciciel salonu miat racj¢. Nie ma podstaw, aby sadzi¢, ze klienci
preferuja w szczego6lny sposob ktorykolwiek z kolorow.



ROZDZIAL VIII
WYBRANE POJECIA STATYSTYKI MATEMATYCZNEJ

Statystyka matematyczna — dziat rachunku prawdopodobienstwa, po-
$wigcony metodom zbierania danych i wyciagania z nich wnioskow, gdy
wiedza a priori o badanym problemie jest sformutowana w postaci pewnych
modeli probabilistycznych, odpowiednich dla opisu zjawisk losowych.

Geneza — obserwowanie pojedynczych nierzadko przypadkowych i wy-
rwanych z kontekstu zdarzen nie pozwala na formutowanie zadnych wnio-
skow odnos$nie ich istoty. Dopiero analiza duzej liczby takich zdarzen po-
zwala na zaobserwowanie prawidtowosci. Narzedziem, ktére pomaga
w dostrzezeniu 1 zrozumieniu tych prawidtowos$ci sg metody statystyczne.
Stuza do opisu przebiegu zjawisk i proceséw oraz oceny zwigzkow miedzy
nimi. Stosowane sg wszedzie tam, gdzie przeprowadza si¢ pomiary, rejestra-
cje 1 ewidencje zjawisk przyrodniczych, technicznych i ekonomicznych.
Statystka ma szerokie zastosowanie zarowno w zarzgdzaniu przedsigbior-
stwem, gospodarka narodowa, jak i gospodarstwem domowym. Metody
statystyczne sg niezbgdne w takich dziedzinach, jak ocena jakos$ci produkcji,
analiza rynku, czy dziatalnos$¢ firm ubezpieczeniowych.

Whioskowanie statystyczne — uog6lnianie wynikow badania czgsci zbio-
rowosci zwanej proba losowa na catg zbiorowos¢ (populacje), z ktorej
ta cz¢$¢ pochodzi, z rdwnoczesnym szacowaniem wielkosci popetnianego
btedu tego uogodlnienia. Uogodlnianie wynikow badania czgsci zbiorowosci
na populacje mozemy przeprowadzi¢ metodami estymacji lub weryfikacji.

Zbiorowos¢ statystyczna (populacja generalna, populacja) — zbior do-
wolnych elementow, nieidentycznych, stanowigcych jedng logiczng catosc.
Zbiorowos¢ statystyczna moze by¢ skonczona (1,2,...,n) lub nieskonczona,
ale przeliczalna (1,2,.....). Aby zbior jednostek byt zbiorowoscia statystycz-
ng powinien by¢ jednoczesnie identycznym ze wzgledu na ceche statg oraz
r6zni¢ si¢ przynajmniej ze wzgledu na jedng ceche¢ zmienng.

Proba (probka) — czgsé, tj. podzbidr populacji, skonczony lub nieskon-
czony, podlegajacy bezposrednio badaniu ze wzgledu na ustalong ceche
w celu wyciggnigcia wnioskdw o ksztaltowaniu si¢ wartosci tej cechy
w populacji.
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Proba prosta n-elementowa, wylosowana ze skonczonej lub nieskonczo-
nej populacji — proba losowa, ktoérej wyniki sg niezaleznymi zmiennymi
losowymi posiadajacymi jednakowe rozktady, identyczne jak w populacji.
Aby uzyskaé probe prostg nalezy zastosowac schemat losowania indywidu-
alnego, nieograniczonego, niezaleznego.

Proba ztozona — skonstruowana ze skonczonej populacji przy zastoso-
waniu bardziej skomplikowanych niz przy probach prostych schematach
losowania, np. losowanie zalezne warstwowe.

Liczebnos¢ proby — liczba jednostek, elementéw populacji generalnej
wybranych do proby. Liczebnos¢ proby zwykle oznaczamy przez n. Z uwagi
na liczebnos$¢ proby dzielimy na mate i duze. Gdy n < 30 mamy do czynienia
z malg proba.

Proba losowa — proba wybrana z populacji w sposob losowy, tzn. tak,
ze tylko przypadek decyduje o zaliczeniu elementu populacji generalnej
do proby.

Proba reprezentacyjna — proba losowa, ktorej struktura (budowa) pod
wzgledem badanej cechy nie rozni si¢ istotnie od struktury zbiorowosci ge-
neralnej ze wzgledu na te¢ ceche. Proby reprezentacyjne uzyskujemy za po-
moca odpowiednich schematéw losowania.

Schemat losowania proby — praktyczny sposob (algorytm) losowania
elementow populacji generalnej do proby, uwzgledniajacy mozliwosci tech-
niczne, koszty i efektywnos$¢ uzyskiwania wynikdw.

Losowanie niezalezne — schemat losowania proby ze zwracaniem kazde-
go wylosowanego elementu w trakcie losowania tak, ze jeden i ten sam ele-
ment moze by¢ wylosowany do préby wiecej niz jeden raz.

Losowanie zalezne — schemat losowania proby bez zwracania kazdego
wylosowanego elementu populacji generalnej tak, ze jeden i ten sam element
populacji moze zosta¢ wylosowany do proby tylko jeden raz.

Losowanie nieograniczone — losowanie elementéw do proby od razu
z catej populacji, w odrdznieniu np. od losowania warstwowego, ktore jest
ograniczone.
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Losowanie warstwowe — losowanie proby oddzielnie z kazdej czgsci po-
pulacji generalnej (tzw. warstwy populacji generalnej), na ktore zostala po-
dzielona przed losowaniem.

Losowanie indywidualne — losowanie oddzielnie poszczegolnych ele-
mentéw populacji generalnej do proby w odrdznieniu np. od losowania ze-
spotowego, w ktorym losuje si¢ do proby pewne naturalne zespoty elemen-
tow populacji generalne;j.

Wyniki proby — zaobserwowane warto$ci badanej cechy u tych elemen-
tow populacji generalnej, ktore zostaly dobrane do proby. Wyniki préby
losowej o liczebnosci n stanowiag warto$ci n-wymiarowej zmiennej losowej.
Wyniki uzyskane z obserwacji duzych prob (zawierajacych powyzej 30 ele-
mentow) grupuje si¢ najczesciej] w klasy, tworzac tzw. rozdzielcze szeregi
statystyczne.

Szereg rozdzielczy — zbiorowo$¢ statystyczna podzielona na czgsci (kla-
sy) wedlug okre$lonych wariantow cechy z podaniem liczebno$ci wyodrgb-
nionych klas.

Przestrzen proby — zbior wszystkich mozliwych wynikéw proby o li-
czebnosci n.

Rozktad populacji — rozktad wartosci badanej cechy statystycznej w calej
zbiorowosci.

Parametry populacji — parametry rozktadu badanej cechy w populacji,
charakteryzujace ten rozklad. Przy badaniu pelnym moéwimy o parametrach
populacji, przy badaniu czgsciowym o parametrach z proby, zwanych mier-
nikami statystycznymi.

Statystyka z proby — zmienna losowa, bedaca dowolna funkcjg wynikow
proby losowej, np. Srednia arytmetyczna czy mediana.

Rozktad statystyki — teoretyczny rozktad prawdopodobienstwa zmiennej
losowej bedacej statystyka. Rozktad ten zalezy zwykle od rozktadu populacji
i schematu losowania n-elementowej proby.

Standaryzacja rozktadu normalnego — zamiana rozktadu normalnego
N(m,o) na rozktad normalny standaryzowany N(0,1).
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Estymacja — szacowanie warto$ci parametrow lub postaci rozktadu
zmiennej losowej w populacji generalnej na podstawie rozkladu empirycz-
nego uzyskanego z préby.

Estymator — dowolna statystyka Z stuzaca do oszacowania nieznanej
warto$ci parametru ® populacji generalne;.

Rozktad estymatora — rozktad prawdopodobienstwa statystyki bedacej
estymatorem parametru ©.

Parametry rozkiadu estymatora — najwazniejsze to warto$¢ oczekiwana
E(Z) oraz wariancja S*(Z) w rozkladzie statystyki Z begdacej estymatorem
jakiego$ parametru ® populacji.

Blgd przecigtny szacunku — pierwiastek z wariancji, tzn. odchylenie
standardowe S(Z) w rozktadzie estymatora Z, za pomocg ktorego szacuje si¢
parametr ® populacji generalnej.

Estymacja punktowa — metoda szacunku nieznanej warto$ci parametru ®
populacji za pomocg jednej liczby otrzymanej z wynikow proby losowej,
polegajaca na tym, ze jako warto$¢ parametru ® przyjmuje si¢ wartoS¢ es-
tymatora Z tego parametru, otrzymang z danej, n-elementowej proby loso-
wej.

Estymacja przedziatlowa — estymacja parametru ® polegajaca na budo-
waniu przedziatu liczbowego, tzw. przedziatu ufnosci dla tego parametru,
w ktérym z okreslonym z gory prawdopodobienstwem bliskim jednosci za-
wiera¢ si¢ bedzie warto$¢ szacowanego parametru.

Przedzial ufnosci — losowy przedzial wyznaczony za pomocg rozktadu
estymatora, majacy t¢ wiasno$¢, ze z duzym, z gory zadanym prawdopodo-
bienstwem pokrywa warto$§¢ szacowanego parametru ®. Przedzial ufnosci
mozna zapisa¢ w postaci: P{a < ® <b} =1 — a, gdzie a, b stanowia odpo-
wiednio dolng i gérng granice (konce) przedzialu ufnosci, a prawdopodo-
bienstwo 1 — a jest dane z gory.

Wspétczynnik ufnosci — prawdopodobienstwo 1 — o wystepujace z pra-
wej strony wzoru na przedzial ufnosci, a oznaczajace prawdopodobienstwo,
z jakim parametr ® jest pokryty tym przedzialem.
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Hipoteza statystyczna — kazdy sad (przypuszczenie, zalozenie) dotyczace
populacji generalnej wydany na podstawie jej czesci (proby).

Weryfikacja (testowanie) hipotez statystycznych — sprawdzenie okreslo-
nych przypuszczen (zatozen) dotyczacych parametréw lub rozktadow popu-
lacji generalnej na podstawie wynikow z proby.

Hipoteza parametryczna — hipoteza statystyczna precyzujgca wartos¢ pa-
rametru w rozktadzie populacji generalnej znanego typu.

Hipoteza nieparametryczna — hipoteza statystyczna precyzujaca typ roz-
ktadu populacji generalne;.

Hipoteza zerowa — podstawowa hipoteza statystyczna sprawdzana da-
nym testem, oznaczana zwykle symbolem H,.

Hipoteza alternatywna — hipoteza statystyczna, ktorg jesteSmy sktonni
przyjac, jesli odrzucimy hipotezg zerowa. Oznaczamy ja zwykle H;.

Blgd I rodzaju — mozliwy do popetnienia przy weryfikacji hipotezy sta-
tystycznej blad polegajacy na odrzuceniu testowanej hipotezy prawdziwe;j.

Poziom istotnosci o — prawdopodobienstwo popelnienia biedu I rodzaju
W postgpowaniu testujgcym hipotezg. Poziom istotno$ci przyjmujemy z go-
ry, zazwyczaj jako male prawdopodobienstwo. Wartosci o sg bliskie zera
i na og6t rowne: 0,01; 0,05; 0,1. Odrzucenie testowane] hipotezy na pozio-
mie istotnosci o = 0,05 oznacza, ze ryzyko popetnienia btedu I rodzaju przy
tej decyzji wynosi 5% (co najwyzej 5 na 100 takich decyzji bedzie bled-
nych).

Bilgd II rodzaju — polega na przyjeciu hipotezy zerowej, gdy jest ona fal-
szywa. Prawdopodobienstwo popehienia btedu II rodzaju oznaczamy litera
B. Dobry test statystyczny powinien mie¢ t¢ wlasno$¢, ze P jest bliskie zeru.

Test statystyczny — regula postgpowania, ktoéra na podstawie wynikow
z proby ma doprowadzi¢ do decyzji przyjecia lub odrzucenia postawionej
hipotezy statystycznej. Za pomocg testu weryfikujemy hipoteze statystyczna.

Moc testu — prawdopodobienstwo podjecia prawidlowej decyzji przy we-
ryfikacji hipotezy danym testem, a polegajacej na odrzuceniu testowane]
hipotezy fatszywe;j.
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Test istotnosci — najczesciej uzywany w praktyce statystycznej typ testu,
pozwalajacy na odrzucenie hipotezy z malym ryzykiem popelnienia bledu
(mierzonym poziomem istotnos$ci o). Poniewaz w tescie istotnosci uwzgled-
nia si¢ jedynie blad I rodzaju, a nie rozpatruje szansy popeknienia btedu II
rodzaju, to w wyniku tego testu mozliwa jest decyzja odrzucenia hipotezy
zerowej lub nie ma podstaw do jej odrzucenia (nie oznacza to jej przyjecia).

Parametryczny test istotnosci — test istotnosci weryfikujacy hipoteze ze-
rowg precyzujgca wartos¢ parametru w ustalonym typie rozktadu populacji
generalne;.

Nieparametryczny test istotnosci — test istotnosci dla hipotezy zerowe]
precyzujacej ogdlny typ, postac rozktadu populacji generalne;j.

Obszar krytyczny testu — podzbidr przestrzeni proby o tej wlasnosci,
ze jezeli otrzymamy w probie punkt przestrzeni proby nalezacy do tego pod-
zbioru, to podejmujemy decyzje o odrzuceniu hipotezy zerowe;.

Obszar krytyczny testu dwustronny — obszar krytyczny zlozony z dwu
roztgcznych podzbiorow przestrzeni proby, wyznaczony najczesciej syme-
trycznie, w rozkladzie odpowiedniej statystyki. Testu dwustronnego uzywa-
my, gdy hipoteza alternatywna (parametryczna) wystepuje w postaci nie-
rownosci typu #.

Obszar krytyczny testu jednostronny — w zalezno$ci od hipotezy alterna-
tywnej moze by¢ lewostronny lub prawostronny. Jest to obszar krytyczny
ztozony z jednego podzbioru przestrzeni proby, wybranego z jednej strony
w rozkladzie odpowiedniej statystyki. Testu z jednostronnym obszarem kry-
tycznym uzywa si¢ zwykle wtedy, gdy hipoteza alternatywna wystgpuje
W postaci nierdwnosci typu ,,<’ lub ,,>”.



ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA

Zadanie 1
Badanie ankictowe przeprowadzone wsrdod 500 rodzin w pewnym miescie
dostarczyto informacji o liczbie posiadanych dzieci

Liczba dzieci

Liczba rodzin

0 20

1 45

2 265

3 93

4 1 wigcej 77
Razem 500

a) obliczy¢ prawdopodobienstwa zajscia poszczegolnych zdarzen losowych,

b) jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana rodzina posiada 4 lub
wiecej dzieci?

c¢) jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana rodzina ma co naj-
wyzej dwoje dzieci?

Odp.
a)
Liczba dzieci Liczba rodzin
0 0,040
1 0,090
2 0,530
3 0,186
4 1 wigcej 0,154
Razem 1,000
b) 0,154.
c) 0,87.
Zadanie 2

Prawdopodobienstwo zdania egzaminu ze statystyki przez studenta I roku
ekonomii wynosi 0,75, za§ z matematyki 0,55. Prawdopodobienstwo zdania
obu egzamindéw wynosi 0,6. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze student ten
zda przynajmniej jeden z egzaminow?

Odp. 0,7.

Zadanie 3
W firmie produkujacej zabawki 5% mgzczyzn osiggneto wiek powyzej 50
lat, za$ 0,25% wsrdd kobiet. Wybrano losowo jedna osobg sposrod 60 mez-
czyzn 1 400 kobiet pracujacych w tej firmie.
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a) jakie jest prawdopodobienstwo, ze wylosowang osobg bgdzie pracownik
w wieku powyzej 50 lat?

b) jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania me¢zczyzny pod warunkiem,
ze bedzie on osoba powyzej 50 lat?
Odp.

a) 0,0087.

b) 0,75.

Zadanie 4
Na poligonie artylerzystow odbywa si¢ strzelanie do ruchomej makiety.
Trzech dziatonowych mierzy jednocze$nie do przesuwajacego si¢ celu. Ich
umiejetnosci okresla prawdopodobienstwo trafienia do celu, ktoére wynosi
odpowiednio: 0,8 0,6 0,5. Dziatonowi oddali po jednym strzale. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze:
a) makieta zostata trafiona doktadnie raz,
b) makieta zostata trafiona doktadnie dwa razy,
¢) makieta zostata trafiona doktadnie trzy razy?

Odp.
a) 0,26, b)0,46, c)0,24.

Zadanie 5
W pewnym kurniku bylo 5 kur wysiadujacych pisklgta. Okazalo sie,
ze w poszczegolnych gniazdach wykluty si¢ kogutki w nastgpujacej propor-
cji: 10:15:25:30:20. Niech X bedzie zmienng losowsa, ktorg jest liczba ko-
gutkow w kazdym z gniazd. Podaj rozktad tak okreslonej zmiennej losowe;.

Odp.
Xi 1 2 3 4 5
pi 0,10 0,15 0,25 0,30 0,20

5
Zauwazamy, ze ».p; =1.
izl

Zadanie 6
Zmienna losowa X ma nastepujacy rozkltad prawdopodobienstwa:
X=k -2 1 5 8
P(X =k) 0,1 0,5 0,3 0,1

Wyznaczy¢ dystrybuante tej zmiennej losowej oraz narysowacé jej wykres.
Odp.

X =2 ... 1 ...5 ...8
FX) 0 0,1 0,6 0,9 1
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F(X)

Zadanie 7
Wyznaczyc¢ stalg ¢ tak, aby funkcja

fx) = 3 dla0<x<2
0 dlapozostatychx

byta funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej X. Po wyzna-
czeniu statej ¢ obliczy¢ warto$¢ oczekiwang 1 wariancje¢ zmiennej X.

Odp.

c=1, E(X) = 4/3, S*(X) = 2/9.

Zadanie 8
Dana jest nastgpujaca funkcja ggstosci zmiennej losowej X
x2 <x<
fx)= 49 dla0<x <2
0 dla pozostatych x

Obliczy¢ mediane i dominante.
Odp.
Me = 2,38, Mo = 0

Zadanie 9
Dana jest funkcja gestos$ci zmiennej losowej X:
0 dla x<0
f(x)={3x* dla 0<x<I
0 da x>1

a) wyznaczy¢ dystrybuante rozktadu, narysowac jej wykres,
b) obliczy¢ P(0<X<0,5).
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Odp.
a)
0 dla x<0
F(x)=<x’ dla 0<x<I1
1 dla x>1
F(x)
F(x)=x>

b) P(0<X<0,5)=0,13.

Zadanie 10
Prawdopodobienstwo, ze student nie jest przygotowany do ¢wiczen wynosi
0,7. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wsrdd pigciu zapytanych dwoéch nie
uzyskato oceny pozytywne;.

Odp.
P(X=2)=0,13.
Zadanie 11

Zmienna losowa przyjmuje trzy wartosci z nastepujacymi prawdopodobien-
stwami:

X=k 2 3
P(X=k) 0,5 | ... 0,3
Wyznaczy¢ x; 1 p,, wiedzac, ze E(X) = 4.
Odp.
P2 = 0,2X3 = 7,5
Zadanie 12

W pewnej firmie pracuje 5 automatow, ktore psujg si¢ niezaleznie od siebie
z prawdopodobienstwem p = 1/3. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze:
a) zepsuje si¢ jeden automat,
b) nie zepsuje si¢ zaden automat,
c) zepsuje si¢ co najmniej 1 automat,
d) zepsuje si¢ co najwyzej 1 automat.
Odp.
a) 80/243, b) 32/243, c)211/243, d) 112/243.
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Zadanie 13
Prawdopodobienstwo wykrycia gruzlicy podczas prze§wietlen matoobraz-
kowych wynosi p = 0,6%. Niech X oznacza chorych na gruzlice sposrod
1 000 przeswietlonych. Obliczy¢ prawdopodobienstwo wykrycia gruzlicy:
a) doktadnie w trzech przypadkach,
b) co najmniej w trzech przypadkach,
¢) co najwyzej w trzech przypadkach.

Odp.
a) 0,09, b) 0,94, ¢) 0,15.
Zadanie 14

Obliczy¢ prawdopodobienstwo $redniego kursu euro (w zt) w kantorach przy
zatozeniu, ze kurs euro w kantorach ma rozklad jednostajny w przedziale
<2,9; 3,0>.

Odp.
2,95.

Zadanie 15
Zmienna losowa ma rozktad normalny N(3,4). Obliczy¢ nastegpujace praw-
dopodobienstwa:

a) PX <-1), b) P(2< X <7), c) P(X>8).

Odp.
a) 0,1587, b) 0,4401, c) 0,1057.

Zadanie 16
Funkcja gestosci zmiennej losowej X ma postac:
x2 <x<
fx)= 49 dla0<x <2
0 dla pozostalych x

Obliczy¢ warto$¢ oczekiwang, wariancj¢ oraz mediang.
Odp.
E(X)=2,25 S*(X)=034, M.=238.

Zadanie 17
Wykonujemy 500 do$wiadczen zgodnie ze schematem Bernoulliego. Praw-
dopodobienstwo sukcesu wynosi p = 0,1 w kazdym do$wiadczeniu. Obli-
czy¢ prawdopodobienstwo tego, ze czesto$¢ sukcesu odchyli si¢ od 0,1
o mniej niz o 0,025.

Odp.
0,9372.
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Zadanie 18
Z populacji studentow przyjetych na pewng uczelni¢ wylosowano niezalez-
nie 20, ktérych $redni wzrost wynosit 175 cm, a odchylenie standardowe
4 cm. Oszacowa¢ przedzialowo $redni wzrost dla catej populacji studentow
z prawdopodobienstwem 0,90 przy zatozeniu, ze rozktad wzrostu w popula-
cji jest normalny.

Odp.
173,5<m < 176,5.

Zadanie 19
Czas oczekiwania na mieszkanie (w miesigcach) w pewnej firmie developer-
skiej ksztaltowal si¢ nastepujaco: 4,9; 5.1; 4,8; 4,9; 5,3. Oszacowac prze-
dzialowo wariancj¢ czasu oczekiwania dla ogotu oczekujacych w tej firmie,
przyjmujac wspotczynnik ufnosci na poziomie 0,98.

Odp.
0,012 <o’ < 0,546.

Zadanie 20
W pewnym miescie ogltoszono nabdr na szkolenie w boksie. W celu wstep-
nej oceny, ktore kategorie wagowe cieszg si¢ najwigkszym zainteresowa-
niem kandydatéw wylosowano i zwazono 120 sposréd wszystkich poten-
cjalnych uczestnikéw kursu. Okazato si¢, ze ich $rednia waga wynosi 95 kg,
a odchylenie standardowe 10 kg. Oszacowac przedzialowo odchylenie stan-
dardowe w rozkladzie wagi wszystkich potencjalnych uczestnikow szkole-
nia, przyjmujac poziom ufnosci 0,90.

Odp.
89<o<11,l.

Zadanie 21
W celu sprawdzenia niezawodnosci zarowek wylosowano 20 sztuk i ustalo-
no, ze $redni czas ich $§wiecenia wynosi 3 000 godzin, a odchylenie standar-
dowe 25 godzin. Zaktadajac, ze czas Swiecenia zarowek ma rozktad normal-
ny zbudowa¢ przedzial ufnosci pokrywajacy $redni czas §wiecenia zaroOwek
w calej populacji, przyjmujac wspotczynnik ufnosci 0,95.

Odp.
2988,8 <m<3011,2.
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Zadanie 22
Przebadano 1 000 gospodarstw domowych wg liczby oséb pod wzgledem
przecigtnych miesigcznych wydatkow na kulturg i rekreacje. Wyniki przed-
stawiono w tabeli:

Liczba os6b w gospodar- 1 2 3 4 51 wiecej
stwie domowym
Wydatki (w zt) 96 288 | 404 | 168 44

Oszacowaé przedzial liczbowy dla odsetka 3-osobowych gospodarstw do-
mowych w catej populacji, przyjmujac wspotczynnik 0,95.

Odp.
(0,374; 0,434).

Zadanie 23
Do sklepu dostarczono 1 000 sztuk jaj. W celu zbadania ich jakos$ci wyloso-
wano niezaleznie 400 sztuk i prze§wietlono. Okazato sie, ze 5% jaj jest ze-
psutych. Oszacowac procent jaj zlej jakosci w catej dostarczonej partii
z prawdopodobienstwem 0,95.

Odp.
2,9% <p <7,1%.

Zadanie 24
Pewna firma marketingowa chce przeprowadzi¢ badanie wydatkow klientow
na okreslone dobro konsumpcyjne. Przyjeto, ze wystarcza znajomos$¢ sred-
nich wydatkoéw z doktadno$cig nie wickszg niz 100 zt na poziomie ufnosci
95%. Z obserwacji wiadomo, ze wydatki odchylaja si¢ od sredniej o 400 zi.
Obliczy¢ minimalng liczebno$¢ proby.

Odp.
62.

Zadanie 25
Norma przewiduje, ze waga produkowanej sztabki pewnego stopu metali
powinna wynosi¢ 70g. Wysunigto przypuszczenie, ze producent zawyza
wage sztabki. W celu potwierdzenia przypuszczenia wylosowano 20 szta-
bek, ktorych srednia waga wynosita 72g, przy odchyleniu standardowym
1,3g. Zaktadamy, ze rozklad wagi wyrobow jest normalny. Zweryfikowaé
hipotezg, ze waga sztabki wedtug normy i waga faktyczna sg rowne wobec
hipotezy alternatywnej, ze waga faktyczna jest wicksza od zaktadanej. Wy-
kona¢ obliczenia, przyjmujgc poziom istotnosci a = 0,10.

Odp.
t.=06,77 >t,= 1,64. Hy odrzucamy.
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Zadanie 26
Automat do produkcji $§rub powinien produkowac sruby o srednicy wyrazo-
nej rozktadem N(m,0,2). Podczas kontroli technicznej pobrano losowo 20
srub i otrzymano s = 0,4 mm. Czy na poziomie istotnosci o = 0,10 mozna
twierdzi¢, ze wariancja $rednicy $rub odbiega od zatozonego standardu?
Odp.
Hy: 6® = 0,04 wobec H;: 62 < 0,04, stad x> = 80> x> = 10,12.
Hj odrzucamy, automat jest rozregulowany.

Zadanie 27
Czy prawdg jest, ze Srednie miesigczne spozycie chleba w 2-osobowych
gospodarstwach domowych chlopskich jest mniejsze od 11 kg/osobe, jesli w
17-elementowej probie takich gospodarstw domowych otrzymano $rednia
pieczywa 10,6 kg i odchylenie standardowe 4 kg. Wykonaé¢ obliczenia
przyjmujac poziom istotnosci o = 0,02.

Odp.
te =—0,4 > t, =—2,584. Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H,.

Zadanie 28
Sondaz opinii publicznej na temat frekwencji oczekiwanej w wyborach sa-
morzagdowych wykazal, ze w losowo pobranej probie 2 500 oséb 1 600 za-
mierza uczestniczy¢ w glosowaniu. Zweryfikowa¢ opinie, ze 60% ogdtu
uprawnionych do glosowania zamierza wzia¢ udzial w wyborach do samo-
rzadu. Przyja¢ poziom istotnosci a = 0,05.

Odp.
t. = 4,08. Dla a = 0,05 Hy nalezy odrzuci¢.

Zadanie 29
Przecigtne miesieczne wydatki w gospodarstwach domowych pracowni-
czych w 2008 r. w pewnym miescie w Polsce wynosily 5630 zi. Pobrano
losowo probe 150 gospodarstw i1 otrzymano nastepujacy rozklad wydatkow:

Wydatki (w zt) Odsetek gospodarstw domowych
3000 — 4000 13
4000 — 5000 25
5000 — 6000 30
6000 — 7000 16
7000 — 8000 11
8000 i wiecej 5
Razem 100
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Czy stuszna jest opinia, ze wydatki w gospodarstwach domowych w tym
miescie nie roznig si¢ istotnie miedzy sobg? Wykonac obliczenia, przyjmu-
jac poziom istotnosci o = 0,10.

Odp.
|te| =0,999 <t,=1,64. Nie ma podstaw do odrzucenia H,.

Zadanie 30

W pewnej stotdwce przeprowadzono kontrolg masy porcji obiadowej
migsa, ktéra nominalnie powinna wynosi¢ 120 g. Losowo wybrano, a na-
stepnie zwazono 10 porcji, uzyskujac nastepujace wyniki pomiarow (w gra-
mach): 122, 118, 115, 116, 123, 125, 116, 114, 12,0 121. Na poziomie
istotnosci a = 0,05 zweryfikowa¢ hipoteze, ze konsumenci badanej stotowki
sa zywieni zgodnie z recepturg. Zaklada sig, ze rozktad masy porcji migsa
w calej populacji jest rozktadem normalnym .

Odp.
Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. Srednia waga porcji migsa
nieistotnie r6zni si¢ od jej wartosci nominalnej.
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Dystrybuanta rozkladu normalnego

2

: [e 2dt

Vam

-

D(t) =

t (1) t D(t) t D(t)

0,00 0,0000 1,00 0,3413 2,00 0,4772
0,05 0,0199 1,05 0,3531 2,05 0,4798
0,10 0,0398 1,10 0,3643 2,10 0,4821
0,15 0,0596 1,15 0,3749 2,15 0,4842
0,20 0,0793 1,20 0,3849 2,20 0,4861
0,25 0,0987 1,25 0,3944 2,25 0,4878
0,30 0,1179 1,30 0,4032 2,30 0,4893
0,35 0,1368 1,35 0,4115 2,35 0,4906
0,40 0,1554 1,40 0,4192 2,40 0,4918
0,45 0,1736 1,45 0,4265 2,45 0,4929
0,50 0,1915 1,50 0,4332 2,50 0,4938
0,55 0,2088 1,55 0,4394 2,55 0,4946
0,60 0,2257 1,60 0,4452 2,60 0,4953
0,65 0,2422 1,65 0,4505 2,65 0,4960
0,70 0,2580 1,70 0,4554 2,70 0,4965
0,75 0,2734 1,75 0,4599 2,75 0,4970
0,80 0,2881 1,80 0,4641 2,80 0,4974
0,85 0,3023 1,85 0,4678 2,85 0,4978
0,90 0,3159 1,90 0,4713 2,90 0,4981
0,95 0,3289 1,95 0,4744 2,95 0,4984
3,00 0,4987
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Rozklad
2 2
P(x" >%a)

0,99

0,95

0,90

0,80

0,50

0,30

0,20

0,10

0,02

0,01

0,000
0,020
0,115
0,297
0,554

0,004
0,103
0,352
0,711
1,145

0,016
0,211
0,584
1,064
1,610

0,064
0,446
1,005
1,649
2,343

0,455
1,386
2,366
3,357
4,351

1,074
2,408
3,665
4,878
6,064

1,642
3,219
4,642
5,989
7,289

2,706
4,605
6,251
7,779
9,236

5,412
7,824
9,837
11,668
13,388

6,635
9,210
11,345
13,277
15,086

0,872
1,239
1,647
2,088
2,558

1,635
2,167
2,733
3,325
3,940

2,204
2,833
3,490
4,168
4,865

3,070
3,822
4,594
5,380
6,179

5,348
6,346
7,344
8,343
9,342

7,231
8,383
9,524
10,656
11,781

8,558
9,803
11,030
12,242
13,442

10,645
12,017
13,362
14,684
15,987

15,033
16,622
18,168
19,679
21,161

16,812
18,475
20,090
21,666
23,209

3,053
3,571
4,107
4,660
5,229

4,575
5,226
5,892
6,571
7,261

5,578
6,304
7,041
7,790
8,547

6,989
7,807
8,634
9,467
10,307

10,341
11,340
12,340
13,339
14,339

12,899
14,011
15,119
16,222
17,322

14,631
15,812
16,985
18,151
19,311

17,275
18,549
19,812
21,064
22,307

22,618
24,054
25,471
26,873
28,259

24,725
26,217
27,688
29,141
30,578

5,812
6,408
7,015
7,633
8,260

7,962
8,672
9,390
10,117
10,851

9,312
10,085
10,865
11,651
12,443

11,152
12,002
12,857
13,716
14,578

15,338
16,338
17,338
18,338
19,337

18,418
19,511
20,601
21,689
22,775

20,465
21,615
22,760
23,900
25,038

23,542
24,769
25,989
27,204
28,412

29,633
30,995
32,346
33,687
35,020

32,000
33,409
34,805
36,191
37,566

NN NN
wn AW

8,897
9,542
10,196
10,856
11,524

11,591
12,338
13,091
13,848
14,611

13,240
14,041
14,848
15,659
16,473

15,445
16,314
17,187
18,062
18,940

20,337
21,337
22,337
23,337
24,337

23,858
24,939
26,018
27,096
28,172

26,171
27,301
28,429
29,553
30,675

29,615
30,813
32,007
33,196
34,382

36,343
37,659
38,968
40,270
41,566

38,932
40,289
41,638
42,980
44,314

W N N NN
S O 00 9D

12,198
12,878
13,565
14,256
14,953

15,379
16,151
16,928
17,708
18,493

17,292
18,114
18,939
19,768
20,599

19,820
20,703
21,588
22,475
23,364

25,336
26,336
27,336
28,336
29,336

29,246
30,319
31,391
32,461
33,530

31,795
32,912
34,027
35,139
36,250

35,563
36,741
37,916
39,087
40,256

42,856
44,140
45,419
46,693
47,962

45,642
46,963
48,278
49,588
50,892
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Rozklad Studenta
P(t| > ty)

0908 071]05]03)02]/0,11]0,05]0,02/ 0,01

0,158(0,325/0,510(1,000|1,963|3,0786,31412,706|31,821{63,656
0,142|0,28910,445|0,816|1,386|1,886|2,920| 4,303 | 6,965 | 9,925
0,137(0,27710,424|0,765|1,250|1,638|2,353 | 3,182 | 4,541 | 5,841
0,134|0,27110,414|0,741|1,190|1,533 (2,132 2,776 | 3,747 | 4,604
0,132]0,267/0,408|0,727]|1,156|1,476|2,015| 2,571 | 3,365 | 4,032

0,131(0,265[0,404|0,718|1,134|1,440(1,943| 2,447 | 3,143 | 3,707
0,130|0,26310,402|0,711|1,119|1,415|1,895| 2,365 | 2,998 | 3,499
0,130(0,26210,399(0,706|1,108{1,397|1,860| 2,306 | 2,896 | 3,355
0,129(0,261]0,398/0,703|1,100|1,383|1,833| 2,262 | 2,821 | 3,250
0,12910,260/0,397/0,700|1,093|1,372|1,812| 2,228 | 2,764 | 3,169

0,129|0,260{0,396|0,697|1,088|1,363|1,796| 2,201 | 2,718 | 3,106
0,128{0,25910,395|0,695|1,083|1,356|1,782| 2,179 | 2,681 | 3,055
0,128(0,25910,394|0,694|1,079|1,350|1,771| 2,160 | 2,650 | 3,012
0,128|0,25810,393|0,692|1,076|1,345|1,761 | 2,145 | 2,624 | 2,977
0,128]0,258]0,393/0,691|1,074|1,341 1,753 2,131 | 2,602 | 2,947

0,128(0,25810,392(0,690|1,071|1,337|1,746| 2,120 | 2,583 | 2,921
0,128|0,257/0,392|0,689|1,069|1,333|1,740| 2,110 | 2,567 | 2,898
0,127|0,257/0,392|0,688|1,067|1,330|1,734| 2,101 | 2,552 | 2,878
0,127(0,25710,3910,688|1,066|1,328 1,729 2,093 | 2,539 | 2,861
0,127(0,257]0,391|0,687]1,064|1,325]1,725| 2,086 | 2,528 | 2,845

0,127(0,257/0,391(0,686|1,063|1,32311,721| 2,080 | 2,518 | 2,831
0,127|0,25610,390/0,686|1,061|1,321|1,717| 2,074 | 2,508 | 2,819
0,127(0,25610,390/0,685|1,060|1,319|1,714| 2,069 | 2,500 | 2,807
0,127|0,25610,390|0,685|1,059|1,318|1,711| 2,064 | 2,492 | 2,797
0,127]0,25610,390/0,684|1,058|1,316|1,708 | 2,060 | 2,485 | 2,787

0,127|0,25610,390/0,684|1,058|1,315|1,706| 2,056 | 2,479 | 2,779
0,127(0,25610,389(0,684|1,057|1,314 1,703 | 2,052 | 2,473 | 2,771
0,127|0,25610,389|0,683|1,056|1,313|1,701| 2,048 | 2,467 | 2,763
0,127|0,25610,389|0,683|1,055|1,311|1,699| 2,045 | 2,462 | 2,756
0,127]0,25610,389/0,683]1,055|1,310]1,697| 2,042 | 2,457 | 2,750

0,126|0,25510,388/0,681|1,050|1,303|1,684| 2,021 | 2,423 | 2,704
0,126|0,25410,387/0,679|1,045|1,296 1,671 2,000 | 2,390 | 2,660
120 10,126]0,254]0,386/0,677/1,041]1,289]1,658| 1,980 ] 2,358 | 2,617
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Rozklad A Kolmogorowa (graniczny)

A QW) A QW) A QW)
0,30 0,000 000 0,70 0,268 765 1,10 0,822 282
0,31 0,000 021 0,71 0,305 401 1,11 0,829 950
0,32 0,000 046 0,72 0,322 265 1,12 0,837 356
0,33 0,000 091 0,73 0,339 113 1,13 0,844 502
0,34 0,000 171 0,74 0,355 981 1,14 0,851 394
0,35 0,000 303 0,75 0,372 833 1,15 0,586 038
0,36 0,000 511 0,76 0,389 640 1,16 0,864 442
0,37 0,000 826 0,77 0,406 372 1,17 0,870 612
0,38 0,001 285 0,78 0,423 002 1,18 0,876 548
0,39 0,001 929 0,79 0,439 505 1,19 0,882 258
0,40 0,002 808 0,80 0,455 857 1,20 0,887 750
0,41 0,003 972 0,81 0,472 041 1,21 0,893 030
0,42 0,005 476 0,82 0,488 030 1,22 0,898 104
0,43 0,007 377 0,83 0,503 806 1,23 0,902 972
0,44 0,009 730 0,84 0,519 366 1,24 0,907 648
0,45 0,012 590 0,85 0,534 682 1,25 0,912 132
0,46 0,016 005 0,86 0,549 744 1,26 0,916 432
0,47 0,020 022 0,87 0,564 546 1,27 0,920 556
0,48 0,024 682 0,88 0,279 070 1,28 0,924 505
0,49 0,030 0170 0,89 0,593 316 1,29 0,928 288
0,50 0,036 055 0,90 0,607 270 1,30 0,931 908
0,51 0,042 814 0,91 0,620 928 1,31 0,935 370
0,52 0,050 306 0,92 0,634 286 1,32 0,938 682
0,53 0,058 534 0,93 0,647 338 1,33 0,941 848
0,54 0,067 497 0,94 0,660 082 1,34 0,944 872
0,55 0,077 183 0,95 0,672 516 1,35 0,947 756
0,56 0,087 577 0,96 0,684 636 1,36 0,950 512
0,57 0,098656 0,97 0,696 444 1,37 0,953 142
0,58 0,110 395 0,98 0,707 940 1,38 0,955 650
0,59 0,122 760 0,99 0,719 126 1,39 0,958 040
0,60 0,135 718 1,00 0,730 000 1,40 0,960 318
0,61 0,149 229 1,01 0,740 566 1,41 0,962 486
0,62 0,163 225 1,02 0,750 826 1,42 0,964 552
0,63 0,177 753 1,03 0,760 780 1,43 0,966 516
0,64 0,192 677 1,04 0,770 434 1,44 0,968 382
0,65 0,207 987 1,05 0,779 794 1,45 0,970 158
0,66 0,223 637 1,06 0,788 860 1,46 0,971 846
0,67 0,239 582 1,07 0,797 636 1,47 0,973 448
0,68 0,255 780 1,08 0,806 128 1,48 0,974 970
0,69 0,272 189 1,09 0,814 342 1,49 0,976 412




Rozklad A Kolmogorowa (graniczny) cd.
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A Q) A Q) A Qm
1,50 0,977 782 1,90 0,998 536 2,30 0,999 949
1,51 0,979 080 1,91 0,998 644 2,31 0,999 954
1,52 0,980 310 1,92 0,998 744 2,32 0,999 958
1,53 0,981 476 1,93 0,998 837 2,33 0,999 962
1,54 0,982 578 1,94 0,998 924 2,34 0,999 965
1,55 0,983 622 1,95 0,999 004 2,35 0,999 968
1,56 0,984 610 1,96 0,999 079 2,36 0,999 970
1,57 0,985 544 1,97 0,999 149 2,37 0,999 973
1,58 0,986 426 1,98 0,999 213 2,38 0,999 976
1,59 0,987 260 1,99 0,999 273 2,39 0,999 978
1,60 0,988 048 2,00 0,999 329 2,40 0,999 980
1,61 0,988 791 2,01 0,999 380 2,41 0,999 982
1,62 0,989 492 2,02 0,999 428 2,42 0,999 984
1,63 0,990 154 2,03 0,999 474 2,43 0,999 986
1,64 0,990 777 2,04 0,999 516 2,44 0,999 987
1,65 0,991 364 2,05 0,999 552 2,45 0,999 988
1,66 0,991 917 2,06 0,999 588 2,46 0,999 989
1,67 0,992 438 2,07 0,999 620 2,47 0,999 990
1,68 0,992 928 2,08 0,999 650 2,48 0,999 991
1,69 0,993 389 2,09 0,999 680 2,49 0,999 992
1,70 0,993 828 2,10 0,999 705 2,50 0,999 9925
1,71 0,994 230 2,11 0,999 723 2,55 0,999 9956
1,72 0,994 612 2,12 0,999 750 2,60 0,999 9974
1,73 0,994 972 2,13 0,999 770 2,65 0,999 9984
1,74 0,995 309 2,14 0,999 790 2,70 0,999 9990
1,75 0,995 625 2,15 0,999 806 2,75 0,999 9994
1,76 0,995 922 2,16 0,999 822 2,80 0,999 9997
1,77 0,996 200 2,17 0,999 838 2,85 0,999 99982
1,78 0,996 460 2,18 0,999 852 2,90 0,999 99990
1,79 0,996 704 2,19 0,999 864 2,95 0,999 99994
1,80 0,996 932 2,20 0,999 874 3,00 0,999 99997
1,81 0,997 146 2,21 0,999 886

1,82 0,997 346 2,22 0,999 896

1,83 0,997 533 2,23 0,999 904

1,84 0,997 707 2,24 0,999 912

1,85 0,997 870 2,25 0,999 920

1,86 0,998 023 2,26 0,999 926

1,87 0,998 145 2,27 0,999 934

1,88 0,998 297 2,28 0,999 940

1,89 0,998 421 2,29 0,999 944
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